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第 四 章 在 物理 和 几何 中 的 应 用 


4.1 平面 曲线 理论 


a. 参数 表示 


定义 用 方程 y = f(z) 来 表示 曲线 在 几何 上 有 很 大 的 限制 ; 
这 样 表示 的 曲线 与 平行 于 y 轴 的 任意 直线 相交 不 能 多 于 一 点 ， 通 
常 , 把 曲线 分 成 可 以 表 为 y = f(z) 的 若干 部 分 来 克服 这 个 限制 . 因 
此 ，-- 个 以 原点 为 中 心 ， 以 e 为 半径 的 圆 ， 可 由 定义 于 -~a<z<a 
的 两 个 耳 数 y= Va? -到 和 y= 一 Vo? 一 x3 给 出 ， 但是， 对 于 像 
平行 于 y 办 的 直线 ， 这 个 办 法 却 不 行 ， 

表示 曲线 的 更 灵活 的 方法 是 利用 方程 vlz,y) = 0 这样 一 种 隐 
式 表 示 法 ， 在 这 个 方程 里 包含 一 个 含有 两 个 自 变 量 的 沙 数 p， 例 
如 ， 以 原点 为 中 心 ， 以 a 为 半径 的 圆 可 由 p(x,y) = 22 十 欠 一 = 二 0 
完全 找 述 . 平面 上 任意 直线 都 有 一 个 形 如 az +by +c = 0 的 隐 式 方 
程 ， 其 中 a,b.c 是 常数 ， 且 a 和 5 不 都 是 零 ， 在 b= 二 0 时， 我 们 得 
到 y 加 的 一 条 平行 线 . 

曲线 的 这 种 隐 式 描述 法 有 一 个 缺点 , 即 和 欲求 曲线 上 的 点 (x,)， 
就 必须 对 于 一 -给 定 的 zx， 求解 方程 9(z,y) = 0. 这 个 问题 我 们 将 
在 第 二 卷 详细 讨论 . 

曲线 最 直接 和 最 灵活 的 描述 法 是 参数 表示 . 我 们 不 把 直角 举 
标 z 或 y 中 的 一 个 看 成 另 一 个 的 函数 , 而 把 两 个 坐标 = 和 y 都 看 成 
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为 第 三 个 自 变量 t 的 隙 数 ，t 是 所 谓 参数 或 参量 (parameter)!). 

当 + 在 一 个 相应 的 区 间 内 变化 时 ， 坐 标 为 z 和 y 的 点 就 描绘 出 
一 条 曲线 , 这 样 的 参数 表示 我 们 已 经 过 到 过 了 , 例如 , 圆 2 十 和 2 = a2 
有 参数 天 示 > = acost,y = asint 这 里 ， 革 表示 圆 的 中 心 角 ， 

2 2 

对 于 椭圆 < 十 皮 = 1 我们 有 类 似 的 参数 表示 = = acost,y = 
bsint ， 其 中 是 所 谓 偏 心 角 ， 即 由 椭圆 上 的 点 P = (a cost,bsint) 
向 上 或 向 下 引 垂 线 与 外 接 圆 相交 的 交点 的 圆心 角 . 这 里 ， 我 们 假定 
b<al 见 图 4.1). 在 上 述 两 例 中 , 当 t 在 区 间 0 <t< 2r 内 变化 时 ， 
坐标 为 z,y 的 点 描绘 了 歼 个 的 圆 或 椭 辐 . 

一 般 地 ， 则 线 C 表示 为 参数 t 的 两 个 函数 ， 


= 一 4 = 2(t), 
y= (0 =). 


在 不 会 发 生 混淆 的 时 候 ， 我 们 将 使 用 符号 z(t) 和 y(t)2. 
除非 特别 指明 ， 我 们 总 是 假定 几 和 人 攻 有 连续 导数 ， 
参数 区 间 到 曲线 上 的 映射 方向 的 指向 


对 于 给 定 的 曲线 , 必须 这 样 祖 定 两 个 函数 纵 划 和 如 ， 使 得 对 
应 于 上 的 某 个 区 间 , 一 对 函数 值 z(t) 和 y(t) 的 集合 定义 了 曲线 上 的 
全 部 的 点 , 而 且 没 有 其 他 点 . 这 样 , 在 曲线 上 的 点 和 t+ 轴 的 一 个 区 间 
上 的 t 值 之 间 就 有 了 一 个 对 应 关系 . 参数 表示 定义 了 轴 到 曲线 的 
一 个 映射 , 即 由 t 轴 上 的 原 象 点 映射 到 C 的 点 z = (2),y = (的). 

因为 假定 人 和 y(t) 是 连续 的 ， 所 以 + 轴 上 的 相 邻 点 对 应 到 
曲线 上 的 相 邻 点 ， 因 为 鞋 轴 的 点 是 有 序 的 ， 所 以 我 们 可 以 用 明显 的 
方式 把 C 的 点 规定 一 个 次 序 或 “指向 ”， 即 如 果 鼠 < ta, 那么 由 所 
映射 的 点 在 由 刀 映射 的 点 的 前 面 ( 见 377 页 ) 因此 ， 对 于 曲线 这 

1) 这 个 词 表 示 辅 助 变 量 而 不 是 主要 变量 . 


2) 符号 2 = 9(#) 等 ， 制 恒 于 表示 自 变 量 和 办 变量 之 间 的 特殊 函数 关系 ， 而 符号 
Z2( 引 等 ， 基 指 把 上 看 成 自 变 一 ， 4 是 它 的 函数 - 
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图 4.1 


个 含糊 的 直 疯 概念 ， 参 数 表示 给 出 了 明确 的 意义 ， 把 它 作为 点 的 集 
合 ， 其 中 的 点 像 按 直 线 上 的 顺序 一 样 放置 起 来 了 . 


b, 参数 变换 


参数 的 值 可 用 来 区 别 山 线 C 上 的 不 同 的 点 ， 它 们 对 曲线 上 
的 每 个 点 起 了 “命名 ”的 作用 ， 

同一 曲线 C 可 以 有 许多 不 同 的 参数 表示 ， 沿 着 曲线 连续 变化 
并 且 在 曲线 不 同 的 点 上 取 不 同 值 的 任何 一 个 量 都 可 以 当 作 参数 . 

例如 ， 如 果 册 线 原来 由 方程 y= f(t) 给 出 ， 那 么 我 们 可 以 选择 
变量 x 作为 参数 t, 而 用 画 数 > = t,y = f(t) 描述 曲线 ， 类似 地 ， 对 
于 给 定 x 作为 y 的 函数 所 描述 的 曲线 ， 比 如 说 x = g(y), 我 们 可 以 
用 9 作为 参数 t， 记 作 2 = g(t),y = 

在 极 坐 标 7,8 中 ， 用 方程 > = h(0) 给 定 的 曲线 ( 见 第 一 章 ， 第 
112 页 ) 我 们 可 以 选择 6 作为 参数 上 而 得 到 参数 表示 


=rcosf = h(t)cost = ¢(t), 
y=rsing = h(t)sint = p(t). 
从 一 给 定 的 曲线 C 的 参数 表示 > = g(t),y 二 2 的 我们 总 


可 以 推导 出 很 多 其 他 的 参数 表示 . 为 此 目的 ， 我 们 取 任 意 一 个 函数 
7 二 X(t) ， 它 在 相应 于 曲线 C 的 点 的 t 区 间 上 单调 并 有 是 连续 ; 那么 
在 相应 的 7 区 间 上 , 函数 x 存在 一 个 单调 和 连续 的 反 函数 t= c(r). 
这 时 C 的 点 (z, 角 的 坐标 可 表 为 


T= plo(7T) = olT),y = Yio(7) = Pr). 


函数 a(7) 和 B(7) 也 是 连续 的 ， 并 且 C 的 不 同 点 对 应 于 t 的 不 同 
值 ， 因 此 ， 由 于 函数 = 的 单调 性 也 就 对 应 于 不 同 的 7 值 ， 参 数 由 
到 7 的 变换 的 全 部 效果 就 在 于 把 C 上 的 点 “再 命名 ”. 

例如 ,直线 yy = z 有 参数 表示 z=t,y=t, 其 中 -ce <tE< oo， 
作 替 换 r = 万 便 对 这 同一 条 直线 给 出 参数 表示 = = 71/3,y = TI1/3. 

类 似 地 ， 权 加 气 + 禾 一 1 可 以 有 参数 表示 = = acosty = 
bsint ， 其 中 和 <t< 2r. 定义 t= 二 以 十 d,c 与 4 为 实数 (c 关 0), 同 一 
个 椭 加 就 得 到 另 一 个 表示 z(6) = ocos(c + dA), v(t) = bsin(ce + d); 
在 >0 时 ，《 在 区 间 -一 等 6< 上 变化 ; 在 <c<0 时 ，( 


在 区 间 二 四 < 5 < -对 上 变化 ， 作 替换 = tan( 二 ) 可 以 导 
出 梢 图 的 “有 理 ” 参数 表示 ( 见 第 328 页 ) 


a(1 — 72) 25r 
TT 

当 7 取 遍 全 部 实数 值 时 ， 我 们 就 得 到 了 这 一 椭圆 所 有 的 点 ， 只 缺少 
点 5=(-a,0). 

如 果 使 用 适当 的 参数 ， 可 使 通常 表示 式 的 奇异 性 消失 ， 例 如 ， 
我 们 可 用 光滑 的 函数 z = 妇 ,y = 记 表示 曲线 y = Yr2. 当 上 由 一 oo 
变 到 +ee 时 ， 坐 标 为 2,y 的 点 就 描绘 出 整个 曲线 ( 半 立 方 抛物 线 ). 

这 种 参数 选择 的 灵活 性 常常 使 我 们 能 够 简化 几何 性 质 的 研究 ， 
当然 ， 几 何 性 质 并 不 依赖 于 特殊 的 表示 法 - 

特殊 地 ， 有 时 我 们 发 现 使 用 y= jz) 表示 C 或 C 的 一 部 分 是 
方便 的 , 如 果 对 于 曲线 的 一 部 分 地 三 +< 刀 ,区 数 , 少 中 的 一 个 ， 
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车 如 说 > = p(t) 是 单调 的 ， 这 样 的 表示 法 总 是 可 能 的 ， 事实 上 ， 对 
于 这 部 分 有 唯一 的 反 函 教 上 = Y(z), 因此 y = wy(s)] 1?. 
c. 沿 曲线 的 运动 ， 时 间作 为 参量 ， 摆 线 的 例子 

党 册 的 

参量 + 常常 有 自然 的 物理 意义 ， 即 时 间 . 在 平面 上 一 个 点 的 任 
何 运动 都 可 以 把 它 的 坐标 > 和 ?# 表示 为 时 间 的 函数 ， 在 时 刻 t ， 


点 他 2 在 {zx{t),3(t)). 这 两 个 函数 以 参数 形式 确定 了 沿路 径 〈 即 
轨道 )C 的 运动 ， 它 们 构成 了 时 间 标 度 到 轨道 的 一 个 映射 3. 


以 摆 线 为 例 ， 当 一 个 圆 沿 着 一 条 直线 或 另 一 个 区 匀速 而 无 滑动 
地 滚动 时 ， 动 贺 上 一 点 的 路 径 叫做 摆 线 . 最 简单 的 情况 是 一 个 半径 
为 a 的 圆 沿 x 轴 滚 动 ; 圆周 上 点 了 的 路 径 就 是 “普通 ” 摆 线 . 我 们 
这 样 选择 坐标 系 的 原点 和 初始 时 间 ， 使 得 在 时 刻 t=0， 点 卫 位 于 
原点 ， 在 时 刻 t 时 ， 关 从 它 的 初始 位 置 转 了 一 个 角 t. 这 就 是 说 , 
图 以 角速度 1 按 顺 时 针 转 动 ， 已 经 假定 圆 沿 * 轴 作 没有 滑动 地 勾 
速 滚动 ， 因 此 在 时 刻 t, 切 点 和 原点 的 距离 刚好 等 于 由 切 点 到 三 点 
的 弧 长 ， 因 此 ， 在 时 刻 t+， 滚动 圆 的 中 心 M 必定 在 点 (at,a) 上 
网 心 以 常 速 a 向 右 运 动 ( 见 图 4.2). 对 于 在 时 刻 t 时 P 的 坐标 ， 我 
们 得 到 参数 表示 


r= at—sint), y= all ~ cost). (1) 


消去 参数 上 ， 我 们 能 得 到 非 参数 形式 的 曲线 方程 ， 然 而 却 失去 
了 表达 的 简洁 性 ， 我 们 有 


| — 2 
cost= 人 一世 t= arcoos™ Y ,Sint = 上 1/1 — CE- 
a a a 


1) 当然 ， 这 只 是 关于 曲线 在 “小 范围 > 福 质 的 一 个 说 法 ， 就 是 说 ， 这 个 说 法 仅仅 对 
适当 小 的 一 部 分 成 立 ， 通 常 (例如 ， 在 圆 的 情况 下 ) ， 变 量 = 不 能 在 更 个 曲线 上 ， 而 只 
能 在 一 部 分 曲线 上 用 作 参 量 . 

2) 套数 t 的 变换 对 应 于 时 间 标 度 的 变换 ， 根 据 它 ， 曲 线 C 用 动 点 描述 . 
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因此 


a 一 
z= aarccos 一 干 VE2a ~ ), (1a) 


这 就 得 到 = 作为 y 的 函数 
外 摆 线 


我 们 的 下 一 个 例子 是 外 摆 线 ， 它 定义 为 一 个 半径 为 < 的 圆 沿 着 
第 二 个 半径 为 a 的 图 的 圆周 外 边 匀速 液 动 时 , 固定 在 动 加 圆周 上 的 
点 卫 的 路 径 ， 设 固定 的 圈 以 xz,y 平面 的 原点 为 中 心 。 假 定 动 圆 沿 
着 固定 的 贺 以 这 样 的 方式 滚动 ， 即 在 时 刻 二 动 区 的 中 心 绕 原 点 转 
了 大 小 为 上 的 角 (图 4.3). 那么 ， 对 于 在 时 刻 忆 点 王 = (zy 信 ) 
的 位 置 ( 它 在 时 刻 += 0 是 切 点 (a,0)) ， 我 们 得 到 参数 方程 


Z(t} = (gs +c) cost coos (2 一， 


(2) 


y(t) 一 atosint— esin (二 >. 


当 & = 二 ce 时， 形成 的 曲线 叫做 心 驻 线 (图 4.4) ， 参 数 方 程 为 
2{£) = 2a cost — a cos(2t), 


3 
y(t) = 2a 8int ~— sin(2t). 中 


第 三 种 押 线 是 当 一 个 贺 沿 着 另 一 个 固定 圆 的 圆周 在 内 部 滚动 
时 , 动 圆 圆周 上 一 点 的 轨迹 . 为 了 得 到 这 个 “内 手 线 ”的 参数 方程 ， 
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图 4.3 ”外 摆 浅 


图 二 4 心脏 线 
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设 固 定 圆 的 半径 为 ec ， 滚 动 圆 的 半径 为 “. 设 动 贺 的 圆周 上 点 卫 在 
时 刻 1 = 0 位 于 (a,0). 再 假定 滚动 的 圆 没 着 固定 的 圆 以 这 样 的 方 
式 滚动 ， 即 在 时 刻 t ， 该 贺 的 中 心 绕 原点 转 了 大 小 为 的 角度 (图 
4.5 ). 这 样 ， 我 们 得 到 内 摆 线 的 参数 方程 为 


s(t) =(a ~ cjcost+ecos( 一 起， 


Mt) = (0— dsint ~ csin (St). 


(4) 


在 特殊 情况 下 ， 当 国定 圆 的 半径 为 动 圆 半径 的 2 倍 时 ， 即 一 
于 ， 我 们 有 


z(t) = acost, 


y(t) —0, 


图 4.5 ”内 择 线 


内 摆 线 晓 化 成 为 固定 加 的 直径 ， 它 不 断 地 往复 描绘 .这 个 例子 有 趣 
的 性 质 是 , 它 提供 了 只 用 贺 周 运动 画 直 线 问 题 的 机 械 方法 (图 4.6). 
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图 4.6 在 2 倍 半 径 的 加 内 滚动 的 贺 的 边缘 上 一 点 P 描绘 了 一 条 直线 段 
如 果 固 定 圆 的 半径 为 动 圆 半径 的 3 倍 ， 那 么 。 一 了 ， 因 而 
z(t) = Facost + Facos(2t), 
pi Fasint + Fasin(2). 
经 过 初等 计算 ， 我 们 有 


5 4 
22 十 久 一 g% 十 可 0 cos(3t)， 


因此 ， 内 摆 线 与 固定 的 圆 刚好 交 于 三 个 点 ， 曲 线 如 图 4.5 所 示 ， 
次 摆 线 


如 果 我 们 考虑 当 一 个 贺 沿 一 条 直线 或 沿 另 一 个 加 的 外 边 或 里 
边 滚动 时 ,附着 在 该 贺 上 的 一 点 P( 不 一 定 在 圆 的 边缘 上 ) 的 运动 ， 
就 得 到 更 一 般 的 曲线 ,叫做 次 摆 线 (长 短 辐 贺 外 旋 轮 线 ,长 短 辐 贺 
内 旋 轮 线 )}( 见 图 4.7). 当 一 个 圆 的 中 心 本 身 沿 着 一 条 直线 或 圆 勾 速 
地 移动 时 , 在 这 个 圆 上 一 个 匀速 运动 着 的 点 的 路 径 产 生 同 样 类 型 的 
曲线 .这些 曲线 在 行星 视 运 动 的 托 勒 密 描述 中 起 着 中 心 的 作用 . 
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阴 4.7 ”次 摆 线 
氛 线 的 菜 些 重要 性 质 将 在 本 章 后 面 讨论 (第 478 页 ). 
d. 曲线 的 分 类 . 定向 


定义 

曲线 最 明显 的 特性 是 曲线 所 具有 的 分 段 ( 即 分 枝 ) 的 数目 和 回 
路 的 数目 . 双 曲 线 是 由 两 个 不 相交 的 分 枝 组 成 的 曲线 的 例子 ， 另 一 
个 例子 是 曲线 六 = (4 一式)(z? 一 1 ， 它 是 由 两 个 分 开 的 孵 形 线 组 
成 的 ， 我 们 主要 讨论 由 一 段 组 成 的 曲线 ， 即 连通 的 (connected) 曲 


线 . 连通 的 曲线 本 身 可 以 相交 ， 像 次 摆 线 (图 4.7) 或 双 纽 线 (113 
页 图 S1.3). 
一 个 连通 曲线 如 果 本 身 不 相交 就 称 为 是 简单 的 . 在 简单 曲线 


中 同 ， 我 们 还 可 以 区 分 闭 的 曲线 , 如 图 和 栖 贺 ， 不 闭 的 曲线 ， 如 


抛物 线 或 直线 段 ， 这 里 ， 我 们 并 不 企图 给 出 严格 的 曲线 分 类 ， 也 不 
想 给 出 完全 的 分 类 ， 而 仅仅 指出 与 参数 表示 有 关 的 曲线 的 某 些 折 
扑 性 质 

ne 

曲线 C 的 两 个 连续 函数 > = (人 ),y = W(t) 的 参数 表示 定义 
了 上 轴 或 上 轴 的 一 部 分 到 C 的 一 个 映射 如果 函 数 bb,%(6) 的 
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定义 域 是 t 轴 上 的 饥 区 和 阅 [@, 引 ， 而 且 这 个 区 间 上 不 同 的 t 值 对 
应 曲线 C 上 不 同 的 点 了 ， 那 么 我 们 称 C 为 简单 弧 ， 抛 物 线 弧 
z 二 ty = 二 矿 ,0 < t<1 是 简单 弧 的 一 个 例子 . 

可 以 用 多 种 方法 参数 地 表示 则 一 个 驱 C( 即 平面 上 同样 的 点 }. 
任 一 单调 连续 函数 r = x(t),a <t<b， 定 义 了 一 个 参数 +， 使 得 
在 适当 的 闭 区 间 [a,8] 上 ，z 和 y 是 7 的 连续 函数 ,不同 的 7 值 对 
应 不 同 的 P. 事实 上 ， 容 易 看 到 ， 连 续 单调 的 赵 换 7 = xb 提供 了 
简单 弧 最 一 般 的 连续 的 参数 表示 ， 使 得 对 不 同 的 参数 值 ， 确 定 了 
弧 的 不 同 的 点 ， ( 见 第 59 页 注 ， 关 于 一 对 一 的 连续 映射 的 说 明 . ) 

对 于 简单 弧 C 的 一 个 特殊 的 参数 表示 x = x(),y = 3 区,C 有 
一 个 确定 的 指向 ， 相 应 于 增加 的 方向 ， 给 定 任意 两 个 不 同 的 点 
局 ,Pi, 如 果 号 属于 参数 较 大 的 值 ， 我 们 就 说 及 在 局 的 后 面 . 
如 果 我 们 用 连续 的 增 函数 7 = x(t) 引入 新 参数 7 ， 那 么 ， 对 应 于 
一 对 点 的 次 序 是 同样 的 参数 7 定义 了 C 的 同一 指向 如 果 x 
是 递减 的 ， 则 指向 就 倒转 了 . 

弧 的 方向 或 定向 

有 向 的 或 定向 的 简单 弧 是 这 样 一 种 红 ， 它 有 选择 好 的 确定 的 
指向 (例如 ， 指向 对 应 于 特殊 选择 的 参数 t 增加 的 方向 ) ， 这 个 指 
向 就 叫做 弧 的 正 指向 . 如 果 我 们 知道 练 的 两 个 端点 中 哪 一 个 在 另 
一 个 的 后 面 ， 那 么 正 指向 就 完全 确定 了 ， 我 们 把 在 后 面 的 端点 称 
为 弧 的 终 点 ， 另 一 个 端点 就 称 为 起 点 .给 定 有 向 弧 的 任意 参数 
表示 z = xz(7),y = HT) 其 中 <r<a 如 果 参 数值 r = 4 对 应 起 
点 ，7 = 对 应 终点 ， 那 么 正 指向 就 是 7 增加 的 方向 ;否则 7 增加 
的 方向 是 红 的 负 指 向 (图 4.3). 

在 一 个 简单 弧 C 上 任意 两 个 不 同 的 点 妃 , Pi 定义 一 端点 为 
三 ,号 的 子 颖 ， 它 由 参数 值 介 于 瑟 和 态 之 间 的 那些 点 组 成 .如果 
C 是 有 向 狐 ， 并 且 对 于 C 的 正 指向 五 在 三 的 后 面 ， 那么 我 们 得 
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4.8 ”指向 和 参数 表示 


到 起 点 为 BB ， 终 点 为 品 的 有 向 子 弧 . 有 向 简单 弧 C 上 的 有 限 个 
分 点 把 弧 C 分 割 成 有 疝 子 弧 的 一 个 序列 ， 一 个 子 弧 的 起 点 是 前 面 
一 个 子 弧 的 终点 , 

如 果 只 限于 简单 驱 并 且 硬 要 不 同 的 参数 值 t 一 定 属于 曲线 的 
不 同 点 ， 那 常常 是 不 实际 的 ， 比 如 说 ， 如 果 方 程 > = z(t),y = y(t) 
给 出 运动 的 质点 P 在 时 刻 t 的 位 置 ， 那 么 没有 任何 理由 认为 质点 
一 定 不 能 停留 一 会 儿 , 或 者 质点 的 路 径 一 定 不 许 和 自己 相交 而 使 质 
点 在 较 晚 的 时 候 再 回 到 同样 的 位 署 . 

曲线 z= 如 一 1,y = 攻 一 t 是 一 个 例子 (也 可 用 三 次 方程 六 一 
x2(1 十 x) =0 完全 地 描述 它 ). 当 上 由 一 oo 变 成 +oo 时 , 在 t= 一 1 
和 t= +1 曲线 两 次 通过 原点 (图 4.9). 容易 证 明 曲 线 所 有 的 其 他 的 
点 都 有 唯一 的 上 值 ， 在 几何 上 区 间 -1 < 上 < +1 对 应 于 曲线 的 一 个 
回路 。 至少， 如 果 我 们 以 某 种 方式 想像 出 对 应 于 += -1 和 t=+i 
的 点 是 不 同 的 ， 一 个 点 在 另 一 个 点 的 “上 面 "， 那 么 t 增加 的 指向 
还 是 定义 了 曲线 上 点 的 次 序 - 整个 这 个 有 向 三 次 曲线 可 以 分 解 为 
有 向 的 简单 张 ， 例 如 ， 分 成 对 应 于 n < t < n+1 的 弧 ， 其 中 nn 取 
所 有 整数 . 

轩 遇 线 

不 同 的 t 值 对 应 曲线 上 相同 的 点 的 参数 表示 的 一 个 标准 例子 
可 由 公式 

=acost,y= asint 

给 出 ， 它 描述 了 一 国 上 一 点 的 匀速 运动 ，* 为 时 间 , 当 t 从 -oo 变 
到 +eoe 时 ,点 P= (x,V) 以 反 时 针 方向 无 穷 多 次 地 画 圆 ， 如 把 t 恨 
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4.9 ”有 一 个 回路 的 曲线 ， x = 如 一 1,y = 太一 t 指向 为 增加 方向 


制 在 长 为 2r 的 任意 半 开 区 间 ， a < t < a 十 27 上， 我 们 就 刚好 一 
次 画 出 加 的 点 ， 区 间 的 端点 a 和 a + 2r 对 应 着 贺 上 同一 个 点 .这 
里 ， 参 数 区 间 的 端点 对 于 曲线 没有 特殊 的 几何 意义 ， 

一 般 地 ， 一 对 连续 淆 数 > = 9$(t),y = (tj 定义 于 闭 区 间 a < 
tb 上， 如果 (a) = 8, 办 (a) = 小 (， 那么 它 表 示 一 条 闭 曲线 . 
如 果 当 a < t < 6, 不 同 的 t 值 对 应 不 同 的 点 (z,y) ， 那 么 这 闭 曲线 
是 简单 的 . 

对 应 于 t= a 和 t=6 的 点 可 以 是 曲线 上 任意 一 点 ， 它 正 是 我 
们 “切断 ”曲线 并 使 之 与 轴 上 一 区 间 对 应 的 那个 断 点 . 

用 周期 函数 表示 的 闭 曲线 


正 像 在 加 的 例子 中 那样 ， 使 用 周期 p 二 b 一 a 的 周期 少数 $(#) 
和 光志 ， 我 们 可以 避免 区 分 任何 特殊 的 分 割 ， 对 于 周期 函 教 我 们 
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在 这 里 一 般 地 讲 一 讲 是 值得 的 ， 在 第 作 章 我 们 将 进一步 展开 . 

如 果 函 数 f(s) 对 所 有 的 上 有 定义 ， 并 且 满足 方程 (=f(t+p) 
那么 (0 就 称 为 周期 为 p 的 周期 函数 , 例如 三 角 函 数 sint 和 cost 
是 一 个 周期 为 2r 的 周期 函数 ， 【任意 倍数 2nr 也 是 周期 ，” 为 整 
数 . ) 从 几何 解释 看 ， 如 果 7(t) 的 图 形 向 右 移动 p 个 单位 而 再 次 得 
到 同样 的 图 形 ， 那 么 f(t) 就 有 周期 了 

因为 f(t) 不 断 重复 ， 所 以 如 果 仅 知道 长 为 p = 5 一 a 的 单个 区 
间 a < t < 5 的 f(t) ， 那么 对 所 有 的 + 就 决定 了 周期 为 p 的 函数 
/(0( 图 4.10). 事实 上 ， 对 每 一 个 +， 存 在 一 个 在 区 同 a。 <+ < 5 上 
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图 和 44.10 周期 函数 f(t) 的 图 形 


的 t/ 值 ， 使 得 上 一 P = np ， 其 中 为 整数 (我 们 只 须 把 n 看 成 不 
超过 人 的 最 大 整数 即 可 ). 那么 就 有 f(t) = tt) 

实际 上 ， 我 们 可 以 从 定义 在 半 开 区 间 a < t+< 上 的 任意 连续 
函数 F( 着 手 ， 被 延 拓 的 函数 对 除 上 = a 十 np 值 (n 为 整数 ) 之 外 


的 所 有 的 上 显然 是 连续 的 (图 4.11). 
i 但 二 


图 4.11 函数 f(t) 从 区 间 呈 六 让 女 疡 周期 地 延 拓 


一 由 各 b=atp 


例如 ， 周 期 地 延 拓 一 个 用 f(t) = t0 < + < 1) 定义 的 函数 
f(t) ， 得 到 周期 p = 1 的 函数 称 为 “t 的 小 数 部 分 "， 这 个 函数 在 
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为 整数 的 点 是 不 连续 的 (图 4.12a). 一 般 地 ， 在 t= + ?7z 时 ,， 周 
期 延 拓 了 的 函数 了 将 取 值 f(a). 这 也 是 从 右边 趋 于 该 点 时 f 的 极 
限 ， 而 从 左边 趋 于 该 点 时 f 的 极限 和 点 的 值 相同 现在， 我 们 最 
感 兴趣 的 是 ， 考 虑 这 样 一 个 函数 ， 它 在 闭 区 间 a < t < b 上 有 定 
义 并 且 连 续 ， 而 且 在 端点 有 相同 的 值 Fe) = f(b). 周期 地 延 拓 这 样 
的 函数 总 可 以 得 到 周期 为 p 二 8 一 a 而 且 对 所 有 的 t 都 连续 的 函数 
f(t)( 图 4.12b). 


4.12 从 区 了 间 0<t<1 周期 追 延 拓 画 数 f(t). (a) f(D) = (b) f(t) = 2 一 2 


对 于 表示 闭 曲线 C ， 连 续 的 周期 函数 是 理想 的 ， 设 C 是 用 参 
数 方程 + = gb, = (8 给 定 的 ， 在 区 间 a <t<5b 上 ， 少 连 
续 并 在 两 个 端点 上 有 相同 的 值 . 我 们 可 以 把 这 些 函 数 的 定义 这 样 延 
拓 到 所 有 的 上 值 ， 使 几 和 音 的 周期 为 p=b 一 a ， 且 对 所 有 的 t+ 连 
续 . 对 任意 的 上 ， 被 延 折 了 的 参数 表示 只 产生 C 的 点 ， 因 为 我 们 
有 t= 十 np,n 为 整数 ，a <t < 6 这 时 ， 对 应 于 二 的 点 和 对 应 
于 t 的 点 是 位 于 C 上 的 同一 个 点 ， 当 t 从 -oo 变 到 +oc 时 ， 点 
(z, 切 无 限 次 地 通过 曲线 C ， 就 像 在 圆 x = acost,y = asint 的 情 
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况 一 样 . 这 里 参数 值 t= a 的 特性 已 经 消失 . 对 任意 的 a, 当 t 从 a 
变 到 a+p 时， 用 z= Gt),y = (40) 就 已 表示 出 整个 的 曲线 ， 

如 果 闭 曲线 C 的 一 部 分 对 应 于 参数 值 t 的 区 间 a < t < p， 
在 此 区 间 上 ， 不 同 的 上 值得 到 不 同 的 点 (=,2) ， 那 么 这 一 部 分 就 构 
成 简单 强 ， 如 果 在 同一 区 间 a < + < a+p 上 的 不 同 的 上 总 得 到 C 
上 不 同 的 点 ， 那 么 整个 闭 曲 线 是 简单 曲线 ， 因 此 ， 长 度 小 于 p 的 任 
意 闭 参数 区 间 给 出 简单 纺 . 

多 六 组 训 的 亲 由 纹 . 上 的 次 

我 们 考虑 可 以 分 解 为 若干 个 简单 对 的 闭 曲线 . 如 果 整 个 的 闭 曲 
线 是 简单 的 ， 那 么 它 可 以 分 成 两 个 简单 驱 t0 +< 厂 和 机 近世 
如 十 p ， 这 两 个 简单 弧 只 有 它们 的 端点 三 , 记 是 公共 的 ，+ 增加 的 
方向 确定 了 C 的 每 一 简单 狐 的 正 向 ， 从 而 确定 了 C 的 正 指向 或 正 
走向 . 简单 闭 曲 线 C 上 任意 两 个 不 同 的 点 本 ,总 把 C 分 成 两 个 简 


单 弧 . 在 t 增 加 的 指向 上 ， 两 张 中 怡 有 一 个 以 再 为 起 点 ， 五 为 终 
点 . 我 们 称 为 矶 瑟 ; 对 另 一 个 张 ， 正 好 相反 . 


C 的 正定 向 也 可 由 有 序 的 三 点 了 DP 己 来 描述 ， 条 件 是 我 们 要 
指定 马 不 在 起 点 为 蕊 终点 为 P 的 有 向 简单 弧 上 . 由 古 号 及 循环 
排列 而 得 到 的 三 点 PL 己 D, BoP 描绘 了 相同 的 定向 (图 4.13a). 

* 很 一 般 地 ， 在 有 向 的 简单 闭 曲 线 C 上 任意 ” 个 不 同 的 点 总 
是 按 着 确定 到 循环 排列 了 的 一 个 次 序 户 已 … Pn 分 布 的 ， 并且 把 
0 分 成 有 向 的 简单 弧 吕 忆 ,… ,Pn_1Pn, PnP1. 我 们 总 可 以 选择 诸 
点 五 , 瑟 …… 书 的 参数 值 妇 ,1t2,… ,tn 使 得 二 构成 一 个 单调 的 北 
增 序 列 ， 并 且 所 有 的 去 都 包含 在 长 度 等 于 周期 p 的 同一 参数 区 间 
内 {图 4.13b). 

把 和 角 的 让 

正如 在 第 一 章 所 强调 的 那样 , 我 们 不 得 不 使 用 正 号 或 负 号 来 建 
立 几何 对 象 和 以 数 表 示 的 分 析 概 念 之 间 的 令 人 满意 的 关系 . 最 简单 

1 即 BBPLPn-1 给 出 相同 的 定向 . 
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人) 
4.13 。 闭 山 线 按 t 增加 的 指向 定向 


的 例子 是 诸如 数 轴 的 有 向 线 . 开始 时 ， 我 们 把 直线 的 哪 一 个 方向 
定义 为 正 是 任意 的 ， 对 于 直线 的 任意 特殊 参数 表示 z = at + b,y = 
ct+d， 就 能 有 一 个 相应 于 + 增加 的 正 指向 与 它 对 应 ， 以 这 样 方式 
定向 的 直线 指向 一 个 确定 的 方向 . 两 条 平行 的 有 向 直线 的 方向 或 
”者 相同 , 或 者 相反 . 也 可 以 用 从 一 点 PP 出 发 的 射线 来 定义 方向 ， 
射线 即 半 直 线 ， 是 由 直线 上 沿 正 方向 眼 在 给 定点 瑟 后 面 的 那些 点 
组 成 的 . 

在 平面 上 任何 方向 可 以 用 从 原点 出 发 的 一 个 射线 表示 , 也 可 以 
用 该 射线 上 的 原点 为 中 心 半径 为 1 的 贺 上 的 点 P 表示 . 如果 我 们 
以 参数 方程 * = cost,y = sint 表示 这 个 单位 圆 ， 那 么 我 们 把 每 一 
个 方向 对 应 于 某 些 t 值 ， 它 们 相互 只 差 2z 的 倍数 ， 我 们 把 它们 称 
为 该 方向 的 倾角 ， 或 称 为 该 方向 与 正 = 轴 的 夹 角 . 在 0<t< 2 
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区 间 内 总 是 刚好 存在 一 个 倾角 女 图 4.14). 


四- 


4.14 ”方向 DD 的 惨 角 


人 


4.15 ”方向 D' 和 方向 五 ”的 夹 角 wa 


两 个 方向 之 间 的 角 就 是 它们 的 倾角 之 差 ， 更 确切 地 ， 因 为 我 
们 取 两 个 方向 的 次 序 是 有 关系 的 ， 所 以 我 们 说 倾角 为 # 的 方向 与 
倾角 为 太 的 方向 形成 夹 角 二 娘 一 太 ( 图 4.15). 因为 和 # 可 以 


改变 2x 的 整数 倍 所 以 一 个 方向 和 另 一 个 方向 的 夹 角 也 可 以 改变 
27 的 整数 倍 ， 


我 们 也 可 以 说 倾角 为 太 的 方向 经 旋转 a 角 而 变 到 方向 #. 这 
里 ,旋转 的 直观 概念 是 连续 运动 的 概念 按 此 概念 倾角 为 地 的 
方向 变 到 倾角 为 妃 的 方向 是 经 过 了 刀 和 芯 之 间 所 有 可 能 的 倾角 为 
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t 的 方向 ， 如 果 a = 一 夏 是 正 的 ， 我 们 把 旋转 称 为 正 的 或 逆 时 
针 的 ， 否 则 称 为 负 的 或 顺 时 针 的 . 当然 ， 由 一 个 给 定 的 方向 变 到 
另 一 个 给 定 的 方向 ， 可 能 有 许多 不 同 的 顺 时 针 和 逆 时 针 的 旋转 ， 除 
非 我 们 令 旋转 角 a 满足 -~T < a <. 

最 后 ,旋转 的 应 指向 与 我 们 已 经 选 定 的 圆 的 特殊 参数 表示 z = 
cost, y = sint 有 关 ， 如 果 z 轴 照 例 指 向 右 方 ，y 轴 指 向 上 方 ， 那 
么 旋转 的 正 指向 与 平常 的 钟表 针 的 方向 2 相反 . 

四 线 的 下 侧 和 负 全 

曲线 把 平面 在 曲线 的 一 点 P 附近 的 点 分 成 两 类 . 至 少 在 局 部 
上 ， 我 们 可 以 区 别 曲 线 的 两 “ 侧 ". 如 果 上 曲线 C 是 有 向 的 ， 那 么 我 
们 可 以 这 样 定 义 正 例 《(“ 左 侧 ") 和 负 便 (“ 右 侧 ")2): 考虑 从 已 发 
出 的 一 条 射线 . 如果 沿 曲线 给 定 的 方向 ， 在 P 点 的 后 面 存在 任意 
接近 P 的 点 @ ， 使 得 从 P 到 @ 的 线 按 逆 时 针 的 方向 转 到 给 定 的 
射线 所 通过 的 角 是 在 0 和 7 之 间 (图 4.16), 我 们 就 说 这 个 射线 指 


4.16 ”有 向 颖 的 正则 和 人 负 刚 


1) 这 个 搜 向 也 可 由 北半球 日 规 盘 影子 的 运动 表示 ， 
2) 术语 “ 左 侧 ”和 “ 右 侧 ”相应 于 通常 河流 技 它 流动 的 方向 定向 的 “左岸 ”和 “ 右 


: 385 ， 


向 曲线 的 正 侧 . 在 射线 上 接近 的 那些 点 就 说 是 在 曲线 的 正 侧 . 

相反 的 情况 ， 就 说 射线 指向 C 的 负 侧 ， 在 射线 上 的 点 就 说 是 在 曲 
线 的 负 侧 ， 如 果 曲 线 C 是 简单 的 闭 曲 线 ， 那 么 它 把 平面 上 所 有 的 
点 分 成 在 C 内 部 的 和 在 C 外 部 的 两 类 !. 如 果 曲 线 的 内 部 在 正 


( 左 ) 仙 ， 那 么 我 们 就 说 C 有 道 时 针 的 定向 (图 417)， 


4.17 ” 反 蛙 针 定 向 的 简单 闭 曲线 


然而 ， 如 果 闭 曲线 C 是 由 儿 个 回路 组 成 ， 那 么 并 不 是 总 能 描 
绘 C 使 得 所 有 被 包围 的 区 域 都 在 C 的 正 便 《 抑 图 4.18). 


e. 导数 ， 切 线 和 法 线 的 参数 表示 
方向 和 速率 


汪 省 沉 名 出 


对 于 一 条 由 时 间 参 量 t 的 参量 表示 所 给 定 的 曲线 C 


z= g(t) = p(t),y = Ht) = w(t), 


1) 这 些 概念 以 及 用 笨 单 的 连续 闭 曲线 把 平面 分 成 两 部 分 , 在 拓扑 上 要 严格 地 分 析 ， 
这 里 只 能 和 赁 直观 接受 . 
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按照 牛顿 的 做 法 ， 我 们 用 点 表示 导数 : 


导数 二 ,通常 想像 为 点 P 沿 C 运动 的 坐标 的 “速度 分 量 ” 或 “ 速 
率 ”. 

当 全 关 0 时 ， 总 能 够 用 一 个 方程 y = f(z) 表示 C 的 相应 的 部 
分 ， 办 法 是 首先 由 第 一 个 方程 算出 t 为 z 的 函数 ， 然 后 把 得 到 的 t 
的 表示 式 代入 到 第 二 个 方程 . 由 微分 的 锁链 法 则 和 反 函 数 微分 法 则 
{ 见 第 233 页 ) ， 我 们 得 到 曲线 切线 的 斜率 


dy 
dy dd dt _Y 


dz dt dz dz EM 
dt 


如 果 当 关 0， 等 价 的 公式 守 一 子 成 立 
除非 讲 到 相反 的 情况 ， 我 们 总 是 假定 2 和 9 不 同时 为 零 ， 或 
简单 地 ， 我 们 假定 
人 十 六 天 0， 


那么 切线 总 是 存在 的 了， 如 果 儿 = 二 0， 切线 是 水 平 的 ， 如 果 志 = 0， 
它 则 是 垂直 的 . 
例如 ， 对 于 摆 线 ( 见 第 371 页 式 (1)) ， 我 们 有 
3 


0(l ~ cost) = 2asin 了 


， ， .+ t 
y= sint = 245in 一 CoS -一 ， 


2 2 
dy t 
Hr 
1) 我 们 注意 到 ， 昌 然 条 件 £2? 十 总 去 0 对 汪 保 训 章 各 数 玫 示 明 充分 的 但 不 是 必 


要 的 , 例如 我 们 可 以 用 参数 方程 z= 红 ,y = 妈 曲线 y 二 z2. 在 t 轴 的 原点 ， 
22 十 名 为 正 的 条 件 不 满足 ， 但 是 出 线 从 省 定义 和 证 六 得 委 好 的 站 全 类 家 和 


这 些 公式 表明 除去 + 二 0,+27, 二 47,… 之 外 ， 刀 十 所 关 0. 而 且 所 
线 在 那些 例外 的 点 上 有 垂直 切线 的 尖 点 ( 即 曲 线 方向 合 转 的 点 ). 在 
尖 点 摆 线 还 与 z 轴 相 交 ， 即 y = 0， 在 趋 于 这 些 点 时 ， 导 数 y= 
也 = cot 本 变 为 无 穷 大 . 
切 绕 、 茶 线 和 方向 余下 
曲线 在 点 z,y 的 切线 方程 是 

-y= Su(é —2), 


其 中 9 是 对 应 于 切线 上 任意 一 点 的 “流动 ruaning) ” 举 标 ， 而 
zy 和 - 守 - 取 由 切 点 决定 的 固定 值 ， 以 二 代 到 ， 我 们 可 以 把 切 
线 方程 写成 
(€ -2 ~ (9 ~ We=0. (5) 

在 假定 少 # 0 的 条 件 下 ， 我 们 只 须 把 = 表示 为 y 的 函数 就 得 到 完 
全 一 样 的 方程 ， 在 那些 例外 的 点 上 ， 必 和 少 对 同一 t 值 都 等 于 堆 ， 
这 个 方程 变 得 没有 意义 ， 因 为 它 对 于 所 有 的 ,7 都 满足 

过 曲线 上 一 点 并 与 这 个 点 的 亡 线 垂直 的 直线 叫做 曲线 的 法 线 


法 线 的 斜率 是 -至 因此 ， 法 线 方程 为 
大 一 卫 ) 空 十 全 一 切 少 = 0. (6) 


如 果 C 的 一 点 对 应 t 的 几 个 慎 ， 那 么 一 般 地 说 ， 对 于 通过 这 
个 点 的 曲线 的 每 一 个 分 枝 ， 或 者 说 对 于 t 的 每 个 值 ， 就 有 不 同 的 切 
线 . 例如 ， 曲 线 = = 万 -1 = 纪 一 刀 第 379 页 图 4.9) 有 + = -1 和 
t = 一 十 1 两 个 值 通过 原点 . 对 上 = 一 1 ， 我 们 得 到 切线 方程 5+7? = 0， 
而 t= 十 1 的 切线 方程 为 一 np = 0. 

由 导数 的 定义 ， 我 们 有 


ys 
Er 


其 中 a 为 切线 与 轴 的 夹 角 . 这 意味 着 把 = 轴 旋 转角 al 如 o> 0， 
沿 逆 时 针 方 向 转 ; 如 a < 0, 沿 顺 时 针 方 向 转 ) 会 使 它 与 切线 平行 . 


”388 . 


以 角度 a 土 7,a 土 2*,… 旋转 > 轴 也 会 使 它 平行 于 切线 ， 所 以 角 
度 a 确定 到 仅 差 r 的 整数 倍 ， 而 tan a 是 唯一 确定 的 .由 关系 式 
gy/ =sinacosa 和 认 十 关头 0, 我 们 有 


Cos 0 一 + 一 一 sin aw 一 圭一 
Vv 二 区 


这 里 两 式 必须 取 相 同 符号 ， 我 们 把 cosa 和 sc 叫做 切线 的 方向 
余弦 !. 

包 线 和 法 线 的 指 定向 

方向 余弦 的 两 个 可 能 的 选择 对 应 着 我 们 可 以 作 切 线 的 两 个 方 
向 ， 对 应 的 角 a 可 相差 r 的 奇数 倍 . 切线 上 两 方向 之 一 对 应 上 增 
加 的 方向 ， 另 一 个 对 应 减少 的 方向 . 假定 曲线 的 指向 是 + 增 加 的 
方向 ， 那 么 按照 定义 ， 切 线 的 正方 向 或 者 说 相应 于 上 值 增 加 的 方向 
是 与 正 x 轴 夹 角 a 的 方向 ， 而 对 于 角 oa cosa 与 二 同 号 ， 且 sina 
与 乡 同 号 .在 切线 上 该 方向 的 方向 余 荡 无 疑 是 


CO8 Cr 二 i 区 (7) 
一 一 一 SINO 一 一 一 一 
V 字 十 六 V 富 十 久 


如 果 ， 艾 如 说 ， = 字 > 0， 那 么 在 切线 上 上 增加 的 方向 即 是 = 
增加 的 方向 ， 该 方向 与 正 = 轴 的 夹 角 的 余 驴 是 正 的 .类似 地 ， 把 相 
应 于 + 增加 的 正切 线 的 方向 以 正 ( 逆 时 针 ) 指向 旋转 万 得 到 的 法 
线 方向 ， 它 的 方向 余 带 无 颖 是 


不 一 7 
cos (a+ 二 你 十 一 - 


7) = JE sm ( 1) ~ 


这 个 方向 叫做 正法 线 方向 并 指向 曲线 的 正 侧 (图 4.19). , 
如 果 在 曲线 上 我 们 引入 新 的 参数 r = x(t} ， 那 么 当 元 > 0 


d 
时 ， cosa 和 sino 的 值 不 变 ; 当 人 <0 时 ，cosa 和 sina 改变 
1) 这 里 ， 我 们 把 sin a 看 成 co8 8 ， 其 中 68 = 于 一 a 为 y 轴 与 切线 的 夹 角 . 


4.19 ”有 向 曲线 的 正切 线 和 正法 线 


符号 . 就 是 说 ， 如 果 我 们 改变 曲线 的 指向 ， 那 么 切线 和 法 线 的 正 指 
向 要 同样 地 改变 . 


如 果 之 和 1? 连续 并 且 训 十 沪 > 0， 那 么 决定 切线 方向 的 晤 
cosa 和 sina 将 随 t 连续 地 变化 ， 从 而 ， 方 程 为 


(一 zj)simne 一 (人 一切 cosa 一 0 


的 切线 沿 着 曲线 连续 地 改变 ， 法 线 也 同样 

如 果 对 的 菜 个 值 ，z 和 都 是 零 ， 那么 按 我 们 的 公式 ， 切线 
的 方向 余弦 没有 定义 ; 切线 可 能 完全 不 存在 或 可 能 不 唯一 确定 ， 这 
样 的 点 叫做 “临界 ”点 或 “稳定 ”点 ， 我 们 举例 说 明 产 生 痢 界 点 的 
各 种 可 能 性 . 

一 个 例子 是 曲线 y= |z| ， 它 有 参数 表示 为 了 = 缚 ,= | 纺 . 这 
个 曲线 在 t=0 有 一 个 角 点 ， 虽 然 宇 和 ?都 保持 连续 在 第 371 页 
讨论 的 摆 线 的 例子 中 这 = 六 = 0 的 “稳定 ”点 对 应 于 尖 点 ， 另 一 方 
面 ， 在 某 些 情 况 下 之 和 Y 等 于 0 和 曲线 的 性 态 并 没有 关系 ， 而 只 


， 390 . 


不 过 是 特殊 的 参数 表示 的 本 性 ， 如 > = {3,y = 如 表示 的 直线 在 参 
数值 1 = 0 即 是 . 
角 点 


由 在 角 点 上 相交 的 几 个 光滑 的 允 所 组 成 的 曲线 在 参数 麦 示 中 
用 函数 z(), y(t) 来 表达 , 它们 是 连续 的 但 具有 跳跃 间断 的 导数 立 少 
我 们 用 表示 为 


z=t, y=0, 对 于 t<0 


r=t, y=t, 对 于 +>0 


的 折线 的 简单 例子 来 说 明 ， 这里， 对 于 +<0, 有 = 1,y=0; 对 于 
t>0, 有 =1,y==1. 在 t=0 点 ， 声 线 是 不 确定 的 ( 见 图 4.20). 


了 


加 4.20 z=t,y= (t+ |t|) 的 图 形 


f. 曲线 的 长 度 

长 虐 当 作 可 人 

曲线 有 两 种 不 同类 型 的 几何 性 质 或 几何 量 , 第 一 种 类 型 只 依赖 
于 曲线 在 小 范围 内 的 性 态 ， 即 在 一 个 点 紧 接 的 邻 域内 的 性 态 ， 这 样 
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的 性 质 可 以 用 在 一 点 的 导数 来 表达 . 第 二 种 类 型 的 性 质 , 或 者 说 在 
大 范围 内 的 性 质 则 依赖 于 曲线 或 曲线 一 部 分 的 整个 形状 ， 通 常用 
积分 概念 解析 地 表达 ， 我们 开始 考虑 一 个 第 二 种 类 型 的 量 ， 曲 线 的 
长 度 . 

当然 ， 我 们 对 于 曲线 长 度 的 含义 已 有 直观 的 概念 . 但 是 ， 正 像 
在 圆 弧 的 古典 情况 中 一 样 ， 对 于 直观 的 概念 必须 给 出 严谨 的 数学 意 
义 . 由 直观 作 引 导 , 我 们 把 任意 曲线 的 长 度 定 义 为 近似 多 边 形 长 度 
的 极限 ,特别 是 内 接 多 边 形 长 度 的 极限 ， 长 度 单位 一 经 选 定 ， 多 边 
形 的 长 就 确定 了 ， 最 后 的 结果 将 是 用 积分 表示 曲线 长 度 的 公式 . 

我 们 假定 曲线 由 方程 组 > = z(),y = Wt)(a <t < 8) 给 出 . 在 
a 和 8 之 间 的 区 间 上 ， 我 们 选择 中 间 点 二 ,i2,… ,tn-! 使 得 


=to <ti < < tn <itn= pn. 


我 们 把 对 应 于 这 些 去 值 的 曲线 上 的 点 三 , P,…, Ps 用 线段 依次 连 
接 起 来 ， 得 到 内 接 多 边 形 ， 内 接 多 边 形 的 周 长 依 赖 于 点 4 或 多 边 
形 顶 点 Bi 的 选择 方法 .现在 我 们 设 点 专 的 数 自 以 这 样 方式 无 限 地 
增加 ， 使 最 长 的 子 区 间 (ti,ti+1) 的 长 度 同 时 趋 于 零 . 曲线 长 度 就 定 
义 为 这 些 内 接 多 边 形 周 长 的 极限 ， 条 件 是 这 样 的 极限 存在 并 且 不 


依赖 于 多 边 形 的 特殊 选择 方法 ， 当 这 个 假定 (可 求 长 假定 ) 满足 的 


时 候 ， 我 们 就 可 以 谈 得 上 曲线 的 长 度 . 

我 们 假定 函数 z(t) 和 y(t) 在 a < t < 8 有 连续 的 导数 (和 
y(t). 相应 于 用 点 去 前 分 t 区 间 并 且 At = titi 一 车 ， 内 接 多 边 形 
有 顶点 五 = (z(t4), y(ti)). 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 (参看 图 4.21) ， 这 
个 多 边 形 全 长 的 表达 式 为 

， n—1 


Sn = PBrr 


i=0 


n—l 


= >» V z(t) — zt) + y(t) — yt)l. 
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区 所 起 1 -1 要 


4.21 ”曲线 未 长 
用 微分 中 值 定理 得 
T(tit1) — Tlti) = L(A, 
gb ~ Yti) = YN A, 
其 中 名 向 是 区 间 世 <t< tr 内 的 中 间 值 ， 因 此 ， 得 到 多 边 形 
的 长 度 为 
5 只 VE A, 


i=0 
其 中 我 们 用 了 差 At 是 正 的 这 一 事实 ， 如 果 剂 分 点 去 的 数目 无 
限 地 增加 ， 同 时 最 大 的 值 At 趋 于 零 ， 那 么 和 So 趋 于 积分 


f 
了 一 / E24 dt. 


这 个 事实 是 第 二 章 积 分 存在 这 理 的 一 个 直接 的 推论 站. 


1) 因为 中 间 点 & 和 二 不 一 定 重 合 ， 我 们 用 更 一 般 的 近似 和 ， 在 第 218 页 上 已 表 
大 它 软 钱 于 积分 . 
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这 就 证 明了 对 于 连续 的 4,y 曲线 确实 有 一 个 长 度 ,， 并且 这 个 长 
度 由 表达 式 


L= / ‘ V2? + dt (8) 


解析 地 给 出 ， 如果 允许 之 和 3? 在 孤立 点 上 不 连续 ， 表 达 式 同样 成 
立 ,在 孤立 点 上 曲线 也 许 没有 了 唯一 的 切线 ,这 个 积分 当然 必须 看 成 
为 反常 积分 ( 见 第 三 章 第 337 页 )， 对 于 更 一 般 的 “可 求 长 的 ” 曲 
线 ， 我 们 的 积分 是 有 意义 的 ， 但 在 这 一 卷 我 们 将 不 讨论 . 

攻克 号- 个 六 

我 们 再 作 一 个 有 趣 的 观察 ， 任何 内 接 多 边 形 r 的 周 长 5 决 不 
超过 曲线 的 长 度 (特别 地 ， 曲 线 端 点 的 距离 不 能 超过 工 ; 因为 连 
接 端点 的 直线 是 连接 这 两 点 的 最 短 的 曲线 . ) 事实 上 ,我 们 可 以 作 
一 个 内 接 多 边 形 的 特殊 序列 ， 从 周 长 为 9 的 多 边 形 r 开始 ， 然 后 
逐次 增加 顶点 而 得 到 一 序列 的 多 边 形 ， 工 是 这 个 周 长 的 序列 的 极 
限 , 在 内 接 多 边 形 两 个 相 邻 的 顶点 中 间 插 入 一 个 另外 的 顶点 不 会 导 
致 周 长 减 小 ,因为 三 角形 的 一 个 边 不 会 超过 其 他 两 边 的 和 . 因此， 
工 是 由 5 开始 的 非 减 的 冉 长 序列 的 极限 ， 从而， 5 < 工 . 所 以 ， 如 
果 不 把 工 定义 为 相应 于 越 来 越 细 的 + 区间 前 分 的 内 接 多 边 形 序 列 
的 周 长 的 极限 ,我们 也 可 以 把 工 定 义 为 所 有 的 内 接 多 边 形 周 长 的 
最 小 上 界 . 有 趣 的 是 ,不 需要 在 形式 上 借助 于 任何 取 极限 的 过 程 也 
可 以 定义 曲线 的 长 度 . 

生 才 半 认 扫 下 共 放下 性 


根据 定义 ， 显 然 曲 线 C 的 长 度 工 不 能 依赖 于 我 们 用 于 C 的 特 
珠 的 参数 表示 ， 因 此， 如 果 我 们 引入 一 个 新 的 参数 7 = X(t) ， 其 中 
二 >0， 那么 不 论 上 作为 参数 还 是 r 作为 参数 ， 工 的 积分 公式 
必定 给 出 相同 的 值 . 这 一 点 可 以 根据 微分 的 锁链 法 则 和 积分 的 换 元 
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法 来 证 明 ， 事 实 上 


国之， 如果 x(a) = a,x(8) = 也 我 们 有 
A jr 
L= 人 V 富 十 部 性 = / (到 十 ( 驰 关 到 二 
(到 用 二 (和 dm 


所 以 基于 参数 7 的 长 度 的 表达 式 得 到 同一 个 值 亏 . 如 果 , 相反 至 < 
0 ， 类 似 地 我 们 有 


f Varmae=-f /Pep+( yar 
= V+ (Par 


因为 x( 是 减 函 教 ， 而 现在 5 < a。， 所 以 右边 仍然 着 对 于 参数 7 的 
C 的 长 度 的 正确 的 积分 . 

对 于 由 函数 y = f(z)(a < x < 归 给 定 的 非 参数 表示 的 曲线 ， 
我 们 可 用 = 作为 参数 上 ， 那 么 之 = 1,= 字 曲线 的 长 度 由 


c= i+ (RW) (9) 
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例 
作为 一 个 例子 ， 我 们 求 括 物 线 y = 二 对 应 于 区 间 a< z < 。 
的 一 段 的 长 度 ， 
L= / V1+2z2dz. 


这 里 ， 作 代 换 x = sinht( 见 第 三 章 第 306 页 ) 得 到 


arsinh b 1 arsinh 二 
1 cosh? tdt = 二 / (1 + cosh 2tYdt 
arsinh a 2 arsinh 


arsinh 韦 


= z(t + sinht cosh t) 


areinh 书 


= 于 (arsinh b+bvli+i+h—arsina— oavl+a?). 


在 极 坐 标 中 ， 由 方程 ? = r(9)(a < 9 < 8) 给 定 的 曲线 ， 我 们 
有 表示 式 z =r(9) cos9,y = r(9)sin9. 取 6 为 参数 ， 我 们 有 


=Fcosd— rsing, y=rsind+rcosd, += 并 


于 是 对 于 在 极 坐 标 中 曲线 的 长 度 就 得 到 表达 式 


L= 三 tj/r2 十 (号 ) ee. (10) 


例如 ， 对 于 以 原点 为 中 心 ， 半 径 为 a 的 图， 我 们 有 方程 > = 常数 
= a,0 < 90<27, 从 而 给 出 圆 的 全 长 是 


2 
五 一 / aud = 27a. 
0 


长 度 的 可 加 性 


设 C 为 由 2 二 st,y= wb,a<t<P 给 定 的 曲线 , 其 中 宇和 
y 连续 ， 设 7 是 a 和 之 癌 的 任意 一 个 值 ， 由 积分 的 一 般 公式 , 
我 们 有 


月 7 月 
/ VE? 二 + 守 dt 一 / VE? + dt + / V2 二 如 由 . 
a cr 了 


， 396 . 


右边 的 两 个 积分 分 别 表示 以 对 应 于 上 = 7 的 点 分 割 C 所 成 的 两 部 
分 的 长 度 、 因 此 ， 曲 线 的 全 长 等 于 它 的 部 分 长 度 的 和 . 

之 和 六 是 连续 的 并 非 必 要 当 宇 和 立 有 有 限 个 跳跃 不 连续 点 
时 ， 积 分 同样 是 存在 的 ， 在 曲线 有 角 点 时 就 会 出 现 这 样 的 情况 ， 曲 
线 的 全 长 是 各 角 点 之 间 的 光滑 部 分 长 度 的 和 . 只 要 曲线 长 度 的 表示 
式 作为 广义 积分 是 有 意义 的 ， 那 么 全 和 的 更 强 的 奇 性 也 是 允许 
的 . 


g. 弧 长 作为 参数 


我 们 已 经 看 到 ， 同 一 条 划 线 允许 有 很 多 不 同 的 参数 表示 z = 
z(t),y 二 y( 台 .4 的 任何 单调 西数 都 可 代 圭 t 作为 参数 ， 然 而 ， 为 了 
条 种 目的 ， 用 某 种 方法 几何 地 选取 “标准 参数 "， 把 曲线 C 与 之 联 
系 是 有 益 的 ， 如果 要 在 大 范围 描述 曲线 ， 那 么 横 坐 标 x 或 极 角 4 都 
不 适合 于 这 种 目的， 而且 它 们 依赖 于 坐标 系 的 选择 . 沿 项 线 测量 长 
度 的 可 能 性 为 我 们 提供 一 个 自然 的 用 几何 定义 的 参数 ， 即 点 了 与 
某 一 固定 点 号 之 间 的 曲线 部 分 的 长 度 ， 用 这 个 参数 能 指出 一 条 可 
求 长 的 曲线 上 的 各 个 点 P. 

我 们 从 C 的 任 一 参数 表示 x = z( 昌 ,y = M(t),a < t < 8 出 发 
用 点 表示 对 t 的 微分 ， 我们 用 不 定 积分 引入 “ 弧 长 ” s: 


s= / VBRdt (11) 
或 更 确切 地 ， 把 s 表示 成 t 的 函数 : 
5 = g(t) =c+ / " VE) (dr, (11a) 
to 


其 中 c 是 常数 ， 加 是 w 和 8 之 间 的 一 个 值 ， 并 且 为 了 与 积分 的 上 
限 区 别 ， 我 们 把 积分 变量 记 作 7. 显然 ， 对 于 参数 区 间 中 任意 的 值 
妇 和 tz， 差 


s(t2) ~ s(t1) = 人 /Bdr (12) 
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等 于 对 应 于 1 = ti 和 t= tz 的 点 之 交 的 曲线 部 分 的 长 度 ， 条 件 是 
而 万 2. 对 刀 > 9, 差 s(t2) 一 slt1) 为 该 部 分 长 度 的 负 值 因此， 了 
解 了 任 一 不 定 积 分 a ， 我 们 就 能 够 计算 曲线 任何 部 分 的 长 度 . 

下 的 下 人 

如 果 常 数 c 为 零 ， 那 么 我 们 可 把 a(t) 本 身 理解 为 参数 为 to 的 
点 己 和 参数 为 上 的 点 己 之 间 的 曲线 的 弧 长 (或 “ 沿 曲 线 的 距离 ”). 
这 里 ， 当 以 古 为 起 点 以 了 为 终点 的 颖 的 定向 与 t+ 增 加 相对 应 时 ， 
长 度 算是 正 的 0. 


s 的 积分 形式 定义 与 下 式 等 价 ， 
全 -多 呈 ) +( 沼 ) (2 


用 微分 (第 202 页 ) 的 符号 表示 ds = ( 末 )dt ， 等 等 ， 我 们 可 以 把 
这 个 关系 式 写成 对 “长 度 元 素 。 ds 的 自发 性 的 形式 


08 一 Vdr? + dy?. 
治 由 线 运动 的 速率 
如 果 t 理解 为 时 间 ， 并 且 zf( 台 ,y(t) 是 运动 着 的 点 在 时 刻 t 的 
位 置 的 坐标 ， 我 们 有 
5 一 ds = lim S(t+h)— s(t) 
h 
为 该 点 沿 着 它 的 路 径 和 运动 的 距离 对 于 时 间 的 变化 宰 ， 即 质点 的 速 
率 . 对 于 沿 曲线 匀 速 运 动 的 质点 ， 是 一 个 常数 ， 并 且 s 是 时 间 


的 线性 函数 . 
如 果 满 足 我 们 通常 的 假定 


认 十 包头 由， 


1) 注意 ， 变 量 s 不 是 完全 唯一 的 ， 它 依赖 于 PB 和 = 的 选择 ， 也 依赖 于 由 参数 + 引 
进 曲线 的 定向 ， 但 是 ， 任 何其 他 的 弧 长 都 可 用 s 表 为 {s+ 常数 ) 或 (~s 十 常数 ) 


我 们 有 宁 关 0, 因而 可 以 把 。 本 身 作为 参数 ， 这 样 一 来 ， 很 多 公 
式 和 计算 就 简化 了 ， 下 列 两 个 量 


2 
ds dds V+ 
dy dyd _ Y 


Be Vi 
刚好 是 指向 s 增加 方向 的 切线 的 方向 余弦 ( 见 第 389 页 (7)). 关系 


dr 2 dy 2 
(全 ) + 本) =1 (13) 

是 参数 作为 沿 曲线 的 弧 长 的 特征 . 
h. 曲率 

用 方向 变化 率 定 义 

下 面 ， 我 们 讨论 一 个 关于 曲线 在 一 点 的 领域 上 的 局 部 性 态 的 
基本 概念 ， 即 曲率 的 概念 . 

当 我 们 描绘 曲线 的 时 候 ， 曲 线 的 倾角 a 将 以 一 个 确定 的 相对 
于 所 经 过 的 单位 弘 长 的 改变 率 变化 .ae 的 变化 率 叫 做 曲线 的 曲 
率 ， 因此， 曲率 (curvature) 定义 为 


da 
= 到 (4) 


设 曲线 由 函数 = = z(t),y = y(t) 以 参数 形式 给 出 ， 它 们 对 上 有 
连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 ， 并 且 ?十 问 关 0. 在 计算 方向 角 a 在 P 
点 的 改变 率 时 ， 我 们 必须 注意 a 并 不 唯一 确定 ， 但 是 ， wx 的 三 角 
函数 tana 一 亏 【 或 了 = 0 时 的 cota = 本) 有 确定 的 值 ， 在 构成 


公 


他 时 ， 我 们 总 可 以 假定 ， 属 于 忆 点 的 一 个 领域 的 参数 信 全 都 在 
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这 样 一 个 区 间 上 ， 在 整个 这 个 区 间 上 zz, 引 之 一 恒 不 为 零 如 果 ， 艾 
如 说 ， 宇 关 0, 那么 我 们 可 以 在 整个 区 间 上 ， 给 a 指定 一 个 对 上 连 
续 变化 的 什 

a=a(lt)= arctan 二 十 nn, 
其 中 是 固定 的 (可 能 是 负 的 ) 整数 ，“are tan” 表示 函数 的 主 什 ， 
它 在 -地 和 二 之 间 . 类 似 地 ， 如 果 在 这 个 区 间 上 冰 关 0， 我 们 可 
以 对 a 取 表 示 式 0 


宇 下 介 
a{t)} = are cot 一 十 ?8 一 一 一 arctan — + nn. 
vy 2 y 


在 任 一 情形 ， 对 任何 一 种 参数 表示 ， 我 们 都 通过 直接 微分 得 到 


，_ do 和 一 喜 
< 一 起 一 免 2 十 82“ 
由 于 还 有 ( 见 第 398 页 (12a)) 


d 
5 V+ 


我 们 得 到 曲线 的 曲率 52 = 全 的 表达 式 


= 十 = 


委 。 访 一 站 
1 rj 9 


特别 地 ， 选 择 弧 长 s 作为 参数 +， 我 们 有 


KK 


徐 十 认 =1 
( 见 第 399 页， (13)). 因此 ， 我 们 得 到 简化 了 的 结果 
一 了 站 一 人. 


1) 我 们 可 以 定义 a(t) 为 对 所 有 的 参数 值 连 续 的 函数 ， 办 法 是 把 整个 的 参数 区 间 


分 成 一 些 子 区 问 ， 在 每 个 子 区 间 上 ， 或 者 如 天 0 ， 或 者 少 天 必 在 每 个 子 区 间 上 ， 我 们 
可 以 用 上 面 的 珍 示 式 之 一 定义 q(t 了， 对 于 每 个 子 区 间 ， 我 们 这 样 选择 绽 常 数 n ， 使 得 
在 两 个 相仿 的 区 间 的 公共 端点 上 ， 用 表示 式 确定 的 = 值 相等 . 
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曲率 的 正 负 时 和 绝对 什 

引进 新 参数 > = r(t) 代替 并 不 影响 切线 的 方向 , 因 之 也 不 影 
响 a 的 变化 ， 类 似 地 ， 两 个 点 的 。 值 之 差 的 绝对 什 具 有 和 参数 的 
选择 无 关 的 几何 意义 ， 也 就 是 沿 曲线 度量 的 距离 但 是 ， 差 的 正 负 
号 必须 与 相应 的 参数 信之 差 的 正 负 号 一 致 因为 我 们 定义 。 为 上 的 
增 西 数 ， 因 此 ， 曲 率 | = | 经 | 的 绝对 值 不 依赖 于 参数 的 选择 
而 e 的 正 负 号 依赖 于 曲线 相应 于 增加 的 指向 ， 显 然 ， < > 0 是 
指 e 随 。 增加 而 增加 ， 即 当 我 们 灌 着 曲线 的 。 或 二 增加 的 方向 前 
进 时 ， 切 线 沿 逆 时 针 转动 ( 见 图 4.21a). 在 这 种 情况 下 ， 曲 线 C 的 
定向 使 得 C 的 正 便 也 是 C 的 内 便 ， 即 向 着 C 夸 曲 的 一 全 


3 


图 4.21a 向 线 的 曲率 二 lim 人 2 (图 示 的 情况 为 < < 0) 


如 果 曲 线 的 方程 为 y = f(z) ， 那 么 使 用 z 作为 参数 ， 我 们 有 


J 


(1 + wa) 


其 中 y 和 3 为 了 对 变量 = 的 导数 ， 这 里 ， 曲 率 的 符 导 是 相应 于 z 
增加 的 符号 ， 显 然 ， 对 多 > 0,* 是 正 的 ;在 这 种 情况 下 ， 当 z 增 
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加 时 ， 切 线 逆 时 针 转 动 ， 我 们 称 函 数 f(z) 是 下 凸 的 . 连接 任意 两 
个 点 的 曲线 部 分 在 连结 这 两 点 直线 的 下 方 . 对 % <0， 当 z 增加 
时 ， 切 线 顺 时 针 转 动 ， 称 函数 是 上 串 的 (图 4.22). 这 里 ， 曲 线 是 在 


连结 它 的 两 个 点 的 纺 的 上 方 ， 曲率 的 值 为 零 的 中 间 的 情况 (一般 地 
说 ) 相应 于 拐点 , 在 拐点 上 ， 六 = 0( 见 第 265 页 ). 


了 


4.22 ”下 由 函数 的 图 形 ( 左 ) 和 上 西 函 数 的 图 形 ( 右 ) 

例 

对 于 由 方程 2 = 二 acost,y = asint 给 宕 的 , 半径 为 a 的 圆 的 曲 
率 ， 从 一 般 公式 (15) ， 我 们 得 到 常数 值 二 . 因此 ， 以 反 时 针 的 指 
向 描绘 的 圆 的 曲率 是 半径 的 倒数 ,这 个 结果 使 我 们 确信 ， 我 们 曲率 
的 定义 确实 是 恰当 的 定义 ， 因为， 在 圆 的 情况 下 ,我们 很 自然 地 把 
半径 的 倒数 看 成 它 弯曲 程度 的 一 种 测量 ， 

第 二 个 例子 是 函数 y = 定义 的 曲线 ， 曲 率 为 

67 
“G+ 9 

在 x <0 时 ， 由 于 “<0， 所 以 函数 y= z? 是 上 凸 的 ， 并 且 切 线 
顺 时 针 转 动 ， 而 在 > = 0 时 ， 我 们 有 一 个 拐点 ， 在 x > 0 时 ， 通 数 
变 为 下 凸 的 . 


由 定义 容易 看 出 ， 曲 率 恒 等 二 等 的 浮 数 是 一 条 直线 ， 而 且 只 有 
直线 ， 曲 率 才 恒 等 于 零 . 
曲率 图 和 曲率 中 心 


我 们 引进 p= 元. 量 jp| = 下 | 叫做 在 所 讨论 的 点 的 曲率 半径 
( 酝 拐点 上 ， = = 0 ， 曲 率 半径 为 无 穷 大 )， 贺 上 任意 -点 的 曲率 半 
径 就 是 加 的 半径 

对 于 曲线 C 上 任意 一 点 已 = (z, 纺 ， 我 们 作 一 个 在 己 与 C 相 
切 的 图 ， 使 得 我 们 在 点 P 处 以 同样 的 指向 通过 曲线 和 阿 的 时 候 ， 
该 图 与 C 有 相同 的 曲率 .这 个 加 叫做 曲线 C 在 已 点 的 曲率 网 . 它 
的 中 心 是 曲线 C 相应 于 点 P 的 曲率 中 心 (图 4.23). 因为 C 和 图 


图 4.23 ”对 应 于 曲线 安 的 点 PP 的 曲率 喇 三 和 曲率 中 心 (£, 7) 
有 相同 的 曲率 半径 ， 所 以 图 的 半径 必定 是 C 的 曲率 半径 |pl. 圆 的 
中 心 (人 必定 在 C 过 了 点 的 法 线 上 ,到 的 距离 是 |pl. 因为 C 
和 图 向 同一 侧 弯 曲 ， 所 以 中 心 位 于 曲线 在 点 P 的 法 向 上 ， 在 正 便 
或 在 负 侧根 据 曲率 <“ 是 正 或 负 而 定 ， 
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如 果 “ > 0 ， 那 么 由 P 到 曲率 中 心 的 方向 与 正 = 轴 夹 角 为 
at+ 也 因此， 如 果 6,9 是 曲率 中 心 的 坐标 ， z,3 是 点 了 的 坐标 ， 
我 们 有 ( 见 第 389 页 方程 (7)) 


EE =oos(a+ 工 ) = -snaw= 二 
p 2 VE 
Li TY _ 多 
让 =sin (a+ 7)=coso= ET 
因此 ， 对 > 0, 
€=2- 一 号 + 一生 (17) 


VE " VE 
如 果 红 长 。 作为 参数 上 ， 我 们 得 到 简单 的 表示 式 
€=2— 1, N=Yy+p. (178) 


对 % < 0, 得 到 6,9 的 同样 的 公式 ， 这 种 情况 下 ， 曲 率 半 径 是 一 p， 
而 且 从 PP 到 中 心 的 方向 与 正 > 轴 的 夹 角 为 a 一 一. 

由 于 网 作 为 密切 

公式 (17) 用 曲线 上 点 P 的 参数 i 给 出 了 曲率 中 心 的 表示 式 . 
当 t 取 多 参数 区 间 的 所 有 值 ， 曲 线 中 心 描 出 一 条 曲线 ， 即 所 谓 给 定 
曲线 的 法 包 线 (evolute). 因为 我 们 必须 把 志和 p 与 2,9 一 起 看 
成 的 已 知 函数 ， 所 以 前 面 的 公式 给 出 了 这 个 法 包 线 的 参数 方程 
法 包 线 的 例 和 几何 性 质 的 讨论 将 在 附录 1 第 473 页 中 给 出 . 

如 果 通 过 点 的 任意 两 条 曲线 有 相同 的 切线 , 并 且 当 它 们 有 相 
同 的 定向 时 还 有 相同 的 曲率 , 那么 这 两 条 曲线 称 为 在 点 P 密 切 或 二 
阶 相 切 . 显然 , 两 条 密切 曲线 在 点 已 有 相同 的 曲率 加 和 曲率 中 心 - 
如 果 两 条 曲线 以 非 参数 形式 的 方程 y= f(z),g = 9(z) 给 出 , 那么 很 
容易 表达 它们 有 切 点 ,并 且 在 点 局 有 相同 的 切线 和 曲率 的 条 件 . 
如 果 = 为 切 点 己 的 横 坐 标 ， 那 么 我 们 有 f(z) = g(z), f(z) = 9 (2); 
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曲率 相等 表示 为 
f"(z) 9 (7) 
(1+ F222)]32 [1 + 92(2)]3/2 

因此 "(x) = g"(z). 这 样 ， 具有 相等 曲率 的 切 点 的 条 件 是 在 这 点 上 
f 和 39 的 值 及 其 一 阶 、 二 阶 导 数 的 值 都 相等 . 

考虑 曲线 C : y = f(z) 和 它 在 点 PP 的 曲率 圆 生 ， 圆 了 在 三 
点 的 一 个 邻 域内 表示 为 y = 8 中. 因为 圆 也 与 它 自己 的 曲率 圆 重 
合 ， 所 以 我 们 看 到 C 和 三 有 相 辐 的 曲率 圆 ， 因 之 , 在 情 点 CC 和 
了 密切. 所 以 在 切 点 上 有 f(z) = g(x), 了 (7) = 9 (2), f(z) = g(x). 
我 们 说 这 个 圆 在 切 点 P 对 于 曲线 是 最 佳 拟 合 的 图 ， 因 为 仔 何 其 他 
在 切 点 与 曲线 相交 的 圆 都 不 和 如 在 该 点 “二 阶 相 切 ”， 昌 率 圆 就 是 
密切 圆 (参看 第 五 章 第 512 页 ). 

附带 说 一 说 ， 犹 如 曲线 C 的 切线 是 过 C 上 两 相 邻 点 五 和 总 
的 直线 当 中 五 PP 时 的 极限 一 样 ， 我 们 能 够 证 明 ， 在 P 点 的 曲率 
圆 是 通过 三 点 PR, 己 的 图 当 -PP 和 尺 一 PP 时 的 极限 .证 
明和 留 给 读者 { 见 第 488 页 问题 4. 


i, 坐标 轴 变 换 ， 不 变量 


几何 或 物理 状况 所 固有 的 一 些 性 质 不 依赖 用 以 表述 它们 的 特 
殊 的 坐标 系 或 “参考 标 架 "， 像 距离 、 长 度 或 角度 这 些 性 质 是 固有 
的 ， 这 一 点 必须 反映 在 一 些 关系 式 中 ， 这 些 关系 式 表明 ， 当 我 们 由 
一 个 举 标 系 过 渡 到 另 一 个 毕 标 系 时 ， 有 关 的 各 个 公式 保持 不 变 或 者 
说 是 不 变量 invariancej， 关 于 这 个 问题 的 几 个 简单 的 说 明 在 这 一 
节令 述 是 合适 的 . 

我 们 使 用 普遍 方程 把 一 个 人 标 系 中 点 P 的 绎 标 =,y 和 任何 另 
一 些 标 系 中 同一 点 了 的 溺 标 ,7 联系 起 来 . 第 二 组 坐标 对 于 第 一 组 
坐标 的 相对 位 置 可 以 用 第 二 坐标 系 的 原点 在 第 一 坐标 系 的 坐标 0.5 
和 正 《 轴 与 正 « 轴 的 严 角 7 来 表示 .) 同一 个 点 在 两 个 人 标 系 中 

1) 我 们 只 限于 右手 坐标 系 ， 即 坐标 系 第 二 个 轴 的 正方 向 是 由 第 一 个 轴 的 正方 向 经 
反 时 针 旋 转 90” 而 得 到 的 . 


的 坐标 (z,y) 和 (#,9) 是 通过 变换 


了 一 才 cos 了 一 分 97 十 G， (18) 
yy 一 上 asinT 十 并 Cos 了 十 已 


联系 着 的 (参见 图 4.24). 对 于 Y = 0 ， 只 包 合 平行 位 移 ， 即 平移 
(translation) ， 而 没有 轴 的 旋转 .公式 简化 为 2 二 +a, 2 二 ++ 如 


图 4.24 ”上 华 标 轴 的 变换 


由 x,y 解 出 ,7 ， 我 们 有 


< 一 (z 一 ahcos7 十 人 (一共 sim7?， 
作 一 Te a)siny+(y -cos7. (18a) 


如 果 zw 和 y 是 确定 曲线 的 参数 t 的 函数 ， 那 么 根据 这 些 公式 
我 们 立即 得 到 上 和 ? 作为 上 的 函数 的 表示 式 ， 它 们 给 出 了 同一 曲 
线 在 纪 .9 坐标 系 中 的 参数 表示 ， 对 t 微分 (确定 两 个 坐标 系 的 相对 
位 置 的 量 a,5,7 不 依赖 于 妨 ， 就 得 到 “速度 分 量 ” ( 即 坐 标 对 + 的 


导数 ) 的 变换 1)， 

中 一 Ecoa7y 一 分 Sin 7， 

y= €sinYy 十 六 cos 站 ， 
我 们 证 实 了 

各 十 六 二 总 + 党. 
因此 表达 式 V 如 十 殉 在 所 有 的 举 标 系 中 有 相同 的 值 ， 当 然 ， 把 
这 个 量 理解 为 沿 曲线 的 长 度 对 时 间 t 的 变化 率 全- ， 它 的 不 变性 
就 显而易见 了 ， 读 者 可 以 通过 简单 的 计算 证 明 曲 率 公式 < = (39 一 
动 )(22 + 芳 ) -六 也 是 不 变 的 .当然 这 一 点 也 可 由 下 述 事实 直接 
推出 ， 即 切线 与 《 轴 和 z 轴 的 两 夹 角 仅 相 差 一 个 常数 值 7, 因 之 


图 4.25 点 忆 从 位 置 (x,2) 到 位 置 (9) 的 性 移 


联系 化 标 x,y 与 坐标 ,7 的 方程 (18) 常常 另外 理解 为 描写 位 
移 , 在 这 种 理解 中 , 改变 了 的 是 点 P， 而 不 是 坐标 轴 (图 4.25). 只 用 


1) 在 某 些 物理 应 用 中 ， 上 代表 着 时 间 ， 两 个 供 标 系 的 相对 位 置 也 依 巾 二 时 间 ， 设 
量 2,y 表示 在 况 止 的 坐标 系 中 一 个 质点 的 坐标 ， 而 59 是 同一 个 质点 根 对 于 运动 着 的 
举 标 票 的 坐标 ， 合 如 坐标 轴 放 在 运动 的 地 球 上 ， 函 数 z(t), ytt) 描绘 了 静止 的 观察 者 看 
到 的 质点 的 路 径 ， 而 & 台 , 7 描 给 了 送 动 厦 的 竟 妆 者 看 到 的 路 权 . 那么 ， 守 ,和 帮 , 字 
相 联 系 的 公式 必须 也 包含 从 微分 a,5,Y 徊 得 出 的 各 项 
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一 个 坐标 系 ， 在 郑 个 坐标 系 中 坐标 为 (z,g 的 点 映射 到 同一 坐标 系 
中 坐标 为 (€,9) 的 点 ， 曲 线 的 长 度 和 曲率 的 不 变性 现在 的 含义 是 ， 
当 整 个 曲线 作 刚 体 运 动 时 这 些 量 不 改变 . 


和 3. 狭义 相对 论 中 的 匀速 运动 


在 第 263 页 已 经 指出 , 在 三 角 玛 数 和 双 曲 应 数 之 间 有 一 些 很 深 
刻 的 类 似 点 , 它们 在 几何 方面 的 表现 就 是 椭 稳 与 双 曲 线 的 性 质 之 间 
的 对 应 关系 . 当 我 们 能 够 定义 虚 变 量 的 三 角 函 数 并 且 能 够 证 明 在 第 
7.7a 节 中 的 cos(it) = cosht,sin(it) = isinht 时 ， 两 者 的 关系 就 变 
得 清楚 了 . 作为 这 个 相似 点 的 一 种 应 用 ， 我 们 考虑 一 个 平面 的 “ 双 
曲 旋转 ”， 它 可 以 与 爱 因 斯 坦 (Einstein) 的 狭义 相对 论 中 直线 的 洛 
伦 效 (Lorentz) 变换 等 同 起 来 . 

在 第 406 页 (18a) 式 中 ,我 们 看 到 原点 保持 固定 ， 坐 标 轴 旋转 
一 个 角度 % 的 旋转 ， 可 以 用 方程 组 

= Zcos sinY, 
‘= yay (18b) 
来 描述 ， 这 把 点 己 在 第 一 个 坐标 系 的 坐标 和 它 在 第 二 个 坐标 系 的 
坐标 5,7 联系 起 来 ， 从 原点 到 P 的 距离 在 两 个 坐标 系 中 有 同样 的 
表示 式 : 
OP= Vi + = VE t+. 


如 果 我 们 利用 恒等式 cos?Y + sin Y = 1 ， 这 也 可 由 变换 方程 直接 
推出 - 

现在 我 们 考虑 系数 为 双 曲 画 数 ， 而 不 是 三 角 送 数 的 类 似 的 变 
挤 ， 


t= Icosha 一 tsinh a， 
7 了 一 一 msinha 十 tcosh ai; 


在 旋转 公式 {18b) 中 把 旋转 角 ? 和 gy 与 9 的 坐标 到 为 纯 虚 量 : 
7 二 iQ,g 二 斌 ,1 = 条, 就 得 到 上 式 . 
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(19) 


我 们 注意 ， 若 a 为 实 值 (其 意义 就 是 在 原来 的 理解 中 旋转 角 ? 
是 虚数 ) ， 式 (19) 定义 € 和 7 为 z 和 的 实 线性 函数 .这 些 函 数 
有 下 列 特殊 的 性 质 


= (scosha— tsinho)? — (—2sinhe + tcosh ar 
= 22 一 友 ， 


这 是 恒等式 cosh oa - sinh a = 1 的 结果 (当然 ， 这 也 可 以 从 观 
察 到 天 - 绊 = 喧 + 多 是 zy 平面 上 到 原点 距离 的 平方 而 得 到 , ) 
现在 ， 我 们 把 上 理解 为 时 间 ， 把 > 理解 为 描述 一 维 空间 ， 即 一 条 直 
线 上 点 的 位 置 的 空间 学 标 , 任何 一 个 事件 都 是 发 生 在 某 一 时 刻 的 某 
一 地 点 的 . 这 两 个 信息 由 z,t 给 出 ， = 为 从 原点 OQ 到 该 点 的 距 痪 
( 带 正 负 号 ) ，t 为 由 时 刻 0 开始 经 过 的 时 间 . 在 相对 论 中， 我 们 的 
观点 是 , 这 个 算 离 和 经 过 的 时 间 的 测 得 值 依赖 于 观察 者 使 用 的 参考 
系 ， 即 时 空 连续 统 的 特殊 坐标 系 ， 式 (19) 得 到 的 量 &,7 描述 了 在 
不 同 的 参考 系 中 的 同一 个 事件 , 在 不 同 的 参考 系 中 距离 和 时 间 区 间 
的 长 度 可 以 取 不 同 的 值 。 从 一 个 参考 系 到 另 一 个 参考 系 的 变换 ( 即 
熟知 的 洛 伦 兹 变换 ) 中 ， 不 变 的 量 是 原点 到 事件 的 “时 空 距离 ” 


对 于 使 用 第 二 个 坐标 系 的 观察 者 ， 量 上 是 由 原点 上 = 0 度量 的 空间 
距离 ， 原 点 是 这 样 的 点 ， 


rcosha— tsinha = 0, 


即 二 = tanha. 因此 ， 第 二 个 坐标 系 的 原点 在 第 一 个 坐标 系 中 是 


一 个 相对 于 该 坐标 系 的 原点 以 匀速 = 字 = tanha 运动 的 点 
因此 , 洛 伦 效 变换 把 相互 以 恒 速 运动 的 两 个 系统 上 的 观察 者 面前 时 
现 的 距离 和 时 间 的 值 联系 了 起 来 ， 这 里 ， 


sinh o eq 一 


cosh or e+e- 
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必须 介 于 -1 和 +1 之 间 ， 所 以 我 们 所 讨论 的 只 限于 两 个 系统 的 相 
对 速度 在 数值 上 小 于 1 的 情况 . 这 里 ， 数 值 1 表示 不 能 被 任何 速度 
v 超过 的 光速 c ， 它 的 单位 是 适当 选择 的 . 
对 于 一 个 常数 ,方程 > = wt 相应 于 在 第 一 个 系统 中 从 z=0 

和 时 刻 上 = 0 开始 以 速度 4 运动 的 点 ， 这 同一 个 点 在 第 二 个 系统 中 
的 速度 为 

四 _a u—tanhoe _ wo—v 

dr dd 全 Tutanhe 1—uv’ 
在 爱 因 斯 坦 狭 义 相 对 论 中 成 立 的 这 个 结果 与 我 们 在 古典 运动 学 中 
得 到 的 结果 不 同 ,在 古典 运动 学 中 , 对 于 以 速度 v 运动 着 的 系统 , 
一 个 点 的 相对 速度 w 由 w= 一 v 简单 地 给 出 ， 相 对 论 的 公式 表 
明 , 当 4=+1 或 -1 时 w= 这 相应 于 由 著名 的 近 克 尔 还 - 莫 雷 
(Michelson-Morley) 实验 推断 的 事实 ， 即 对 以 不 同 的 速度 运动 的 观 
察 者 来 说 ， 光 的 速度 是 不 变 的 ， 


k. 表示 闭 曲线 内 部 面积 的 积分 


在 第 二 章 中 ， 参 照 “ 曲 线 下 的 面积 "， 即 特殊 形状 的 长 条 的 面 
积 ， 提 出 了 积分 的 概念 . 这 样 限定 于 曲线 下 的 面积 是 不 十 分 令 人 满 
意 的 ， 因为 我 们 实际 上 侈 到 最 多 的 是 闭 曲 线 C 内 部 区 域 的 面积 ， 


它们 有 比 用 积分 /f(a)dz 表示 面积 的 条 形 更 一 般 的 形状 


现在 ， 假 定 一 条 简单 闭 出 线 C 用 参数 表示 给 出 ， 我 们 将 推导 
.C 所 转 面 积 的 一 个 漂亮 的 普遍 积分 表示 式 , 办 法 是 把 该 面积 分 成 特 
丈 的 条 形 面积 .这 个 才 示 式 将 不 依赖 于 参数 表示 ， 也 不 依赖 于 坐标 
系 ， 而 且 它 还 表示 根据 边界 C 的 指向 的 曲线 内 部 的 有 向 面积 , 就 
是 说 ， 按 边界 曲线 C 的 指向 是 大 时 针 还 是 逆 时 针 来 指定 简单 闭 曲 
线 中 的 面积 是 负 号 还 是 正 号 . 

假定 有 向 简单 闭 曲 线 C 由 = = (的 ,一 yD) 给 出 ,其 中 在 
区 间 a < t < 8 上 变化 ，t 增加 的 指向 确定 为 C 的 指向 我 们 候 
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定 z 和 gy 是 :的 连续 函数 (在 上 = wa 和 t+t= 有 时 有 同样 的 值 ) 并 且 
它们 的 一 阶 导数 之 和 了 乡 是 连续 的 ， 除 了 当 C 有 和 角 点 时 可 能 有 有 限 
个 跳 既 不 连续 点 之 外 .在 这 些 假定 之 下 ， 我 们 将 证 明 在 C 内 的 有 
向 面积 4 的 这 一 基本 公式 


B B 1 iB 
A=- | v= f sod=3] ey- (00) 


对 第 一 个 积分 使 用 分 部 积分 法 ， 利 用 周期 条 件 z(a) = zx(8),y(a) = 
y(8) , 我 们 可 直接 推出 公式 中 三 个 积分 表示 式 是 等 价 的 ; 第 三 个 更 
对 称 的 表示 式 刚好 是 前 两 个 的 算术 平均 值 . 

公式 (20) 不 依赖 平面 上 坐标 系 的 位 置 ， 事 实 上 ， 对 称 表示 式 


1 rs 
六 = z/ (zy — yt)at 


清楚 地 表明 4 的 值 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 ， 如 我 们 在 第 406 页 看 
到 的 ， z,y 坐标 系 到 #,7 坐标 系 的 变换 由 替换 


区 一 二 Co8 了 一 他 BT 十 G， 
y=£siny+ncosy+i+b 
实现 ， 其 中 a,b,7 为 常数 .把 这 些 公式 对 微分， 就 有 
光一 cos 了 一 办 sin 7Y, 
y=&sinYy + 和 cosYy, 
所 以 
2 一 好 二 擅 一 傣 十 9 一 bt. 
因此 ， 在 线 原点 旋转 ( 即 当 4 =5=0 时 ) 之 下 wy 一 yt 是 不 变量 . 
即使 a 或 5 不 为 零 ， 有 A 的 积分 值 也 不 受 影响 ， 因 为 对 于 闭 曲 线 C 
有 
如 B 
/ (ay — bi)dt = (ay ~ bz)| =0. 
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基本 公式 (20) 的 证 明 . 在 简单 弧 上 的 曲线 积分 

我 们 分 几 个 平易 的 步 对 来 证 明基 本 公 \ 式 {20). 

首先 ， 设 C 是 一 个 有 起 点 肠 和 终点 部 的 简单 的 有 向 弧 ， 
设 z=z(by=Yy 是 C 的 任 一 参数 表示 ， 有 西 , 瑟 分 别 对 应 于 
上 一 如 , 垢 (这 里 to 可 能 大 于 所 ,也 可 能 小 于 与) 那么 积分 


仅 依赖 于 CC, 而 不 依赖 特殊 的 参数 表示 . 这 是 换 元 法 的 显然 推论 ; 如 
果 我 们 用 单调 函数 7 = x(t) 引入 新 的 参数 +, 其 中 mw = x(to),71 = 
X(t1) ， 那 么 相应 的 积分 是 ? 

nade 9 dz 


-| ya 
7 Var ™ Yar tt ‘= 


#1 dz 
一 bo y= A. 

所 以 有 理由 在 积分 4 的 表达 式 中 去 掉 任何 特殊 的 参数 t 的 关 
系 而 简 记 为 


A=Ac=— f vir. 
C 


这 里 ， 对 于 有 向 简单 弧 C 的 hc 按 如 下 方法 计算 ， 把 弧 联系 于 参 
数 上 ， 利 用 逢 =【 宛 jd 把 C 的 端点 的 参数 值 按 C 的 定向 所 次 
定 的 次 序 取 为 积分 限 3)， 

如 果 C' 是 把 C 改变 定向 而 得 到 的 弧 ， 即 起 点 为 PL ， 终 点 为 
太 的 弧 ， 那 么 对 C' 用 同一 个 参数 表示 ， 我 们 有 

to t1 
Ac = -/ yd = + 人 y 至 则 一 —AAc. 

因此 ， 如 改变 弧 C 的 定向 ， 那 么 积分 Ac 的 正 负 号 也 要 改变 . 


1) 我 们 假定 不 仅 z(t), y(t) 是 连续 函数 ， 而 且 (对 也 是 连续 函数 ， 并 且 它 们 的 导 
数 是 连续 的 ， 除 了 可 能 有 的 有 限 个 晃 跃 不 连续 点 之 外 
2) 积分 [ydz 是 一 般 曲线 积分 【Pdz 十 Qdy 的 一 个 例子 ,我 们 将 在 第 二 卷 中 


讨论 它 . 
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如 果 有 向 简单 弧 C 分 成 每 一 个 都 与 C 有 相同 定向 的 有 向 子 绝 
C1, C2, “""y Cn 3 那么 我 们 显然 有 


Ac = 4c 十 4c2 十 .… 十 4c. 


因为 在 C 的 一 个 参数 表示 中 ， 璧 如 说 C 的 指向 是 上 增加 的 指向 ， 
那么 这 个 分 解 相 应 于 把 C 的 参数 区 间 如 < t < tn 前 分 成 对 应 于 
CCr 的 子 区 间 tt 本 ,相近 + tl < 押 .由 积分 
的 可 加 性 就 推出 上 述 结果 ， 

当 C 由 几 眉 光滑 的 弧 01,0Cz,… 组 成 ， 它 们 中 每 一 个 都 有 自 
己 的 参数 表示 ， 积 分 4c 的 可 加 性 使 计算 Ac 的 值 更 容易 . 我们 不 
必要 人 为 地 构造 整个 曲线 C 的 一 般 的 参数 表示 ， 而 只 要 从 每 一 个 
参数 表示 计算 4c, ， 然 后 取 和 . 而且 4c 可 以 以 任意 次 序 相 加 ; 
我 们 只 须 保 证 所 有 的 Ci 与 C 有 相同 的 定向 . 

半 曲 线 的 基本 由 过 积分 

现在 ， 我 们 能 够 对 任意 有 向 简单 闭 曲 线 C 定义 4c, 办 法 是 
把 C 分 成 与 C 有 一 致 的 定向 的 简单 弧 C1,… ,Cn ,然后 取 Ac, 的 
和 如果 整个 闭 曲线 C 有 参数 表示 z = z(t),y = y(t),a <t<1, 
其 中 C 的 定向 为 上 增加 的 指向 ， 并 且 上 = a 和 t= 有 对 应 于 同一 个 
点 ， 那 么 仍然 有 

=- /ya 


我 们 可 用 同样 方法 对 分 解 为 有 向 简单 弧 的 非 简单 的 有 向 曲线 C 定 
义 4c ， 即 使 C 是 由 几 个 不 相交 的 部 分 组 成 的 也 可 以 这 样 作 ， 只 
要 C 的 每 一 个 部 分 有 确定 的 指向 . 

二 本 积分 作为 面积 

现在 我 们 转向 主要 之 点 ， 即 闭 曲 线 的 表达 式 Ac ,就 是 在 C 内 
的 有 向 面积 这 样 一 个 直观 的 几何 量 . 

1) 容易 推论 ， 以 这 种 方式 得 到 的 4c 的 值 不 依赖 于 我 们 把 C 分 成 简单 焉 的 特殊 分 

法 ， 首 先 ， 关 于 税 单 弧 的 A 的 可 吉 性 表明 ， 把 一 个 给 定 的 章 分 用 引入 另外 的 前 分 点 而 


加 密 并 不 改变 Ac 的 结果 值 ; 进一步， 任意 两 个 前 分 可 以 用 把 两 个 都 加 密 了 的 一 个 前 分 
来 代替 ， 而 不 改变 Ac 的 结果 值 . 
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4 和 25(aj ”一 个 单元 的 面积 


我 们 首先 考虑 以 驱 Ci :y= 9(z),a < zz < 5 为 上 界 ， 以 弧 
Cs :y= zhe<sz<s5 为 下 界 : 侧 边 为 由 z =a 和 z=5 给 出 的 
线段 C2, C4 的 区 域 G( 图 4.25(a)). 这 里 ， C2 和 Ca 允许 缩 成 为 一 
点 . 如果 我 们 给 C 以 道 时针 定 向 ， 弧 Ci 将 以 = 减 小 的 指向 描绘 
出 来 ， 而 弧 Cs 则 以 = 增加 的 指向 描绘 出 来 . 把 4c 取 为 四 个 Ac 
的 和 ， z 为 常数 的 C2 和 Ca 没有 任何 贡献 ， 因 为 二 0. 在 弧 
和 Cs 上， 用 < 作为 参数 ， 我 们 有 


A 人 = / " fs)ds 
= rom- /rat 


当 G 完全 在 = 轴 的 上 方 时 ， hc 显然 是 区 域 G 的 正面 积 ， 它 等 于 
曲线 Cl 和 Cs 下 面 的 面积 之 差 ， 我 们 总 可 以 保证 G 位 于 = 轴 上 
方 , 办 法 是 用 y+C 代替 yC 为 一 适当 的 常数 ,也 就 是 用 y 方 向 的 
一 个 变换 ， 像 我 们 前 面 看 到 的 ， 这 样 作 并 不 改变 面积 ， 也 不 影响 闭 
曲线 的 Ac 一 上 人 ydz 的 值 ， 因 此 ， 如 果 曲 域 G 为 上 述 类 型 ， 其 


边界 C 与 平行 于 y 轴 的 直线 最 多 有 两 个 交点 ， 那 么 积分 Ac 表示 
面积 取 正 号 或 负 号 是 根据 C 有 逆 时 针 定 向 或 顺 时 针 定 向 而 定 . 
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如 果 曲 线 C 与 平行 于 z 轴 的 直线 最 多 有 两 个 交点 ， 那 么 ， 我 们 对 
C 内 的 面积 就 得 到 同样 的 结果 ， 只 要 把 Ac 记 为 zdy ， 并 在 上 
述 讨论 中 交换 = 和 4 的 位 置 ， 我 们 把 这 样 的 两 种 类 型 之 一 的 区 域 


G 称 为 “单元 ”". 当 它们 的 边界 曲线 给 定 这 个 或 那个 定向 时 ， 我 们 
就 说 它们 是 “有 向 单元 ”. 


图 4.26 有 向 区 域 分 解 为 有 向 单元 


我 们 现在 考虑 有 向 边界 为 C 的 区 域 G, 它 由 边界 分 别 为 C1, C2， 
.…, Cn 的 车 干 个 简单 单元 G14,G2, -…, Gs 所 组 成 ; 我们 假定 所 有 
这 些 单元 有 同样 的 定向 ， 链 如 是 逆 时 针 的 ， 两 个 相 邻 单元 有 部 分 公 
共 边 界 ， 把 这 个 公共 边界 分 别 考虑 为 两 个 单元 的 边界 弧 ， 则 它们 描 
绘 了 不 同 的 指向 ,如 图 4.26 所 示 ， 所 以 ,如果 我 们 把 不 同 单元 的 积 
站 A 上 ydz 相 加 ， 那 么 所 有 内 部 单元 边界 的 贡献 都 互相 抵 


消 ， 我 们 得 到 
4- D540. -5 (- hv) -- /y=40, 
其 中 4 是 整个 区 域 G 的 有 向 面积 . 
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因此 ， 我 们 证 明了 闭 曲线 内 部 的 有 向 区 域 G 的 面积 4 的 公式 
(20) ， 只 要 这 个 区 域 能 分 解 成 有 限 个 简单 单元 , 例如， 可 以 用 坐标 
轴 的 平行 线 进行 分 解 

对 于 我 们 将 过 到 的 所 有 的 区 域 ， 这 个 假定 都 是 显然 满足 的 ， 例 
如 多 边 形 区 域 

补充 说 明 

最 后 ， 附 带 说 明 ， 即 使 是 多 连通 区 域 ， 如 像 环形 域 ， 只 要 它 能 
分 解 成 有 限 个 简单 单元 , 用 同样 方法 可 以 证 明 面积 公式 的 正确 性 . 
所 有 的 边界 曲线 的 指向 必须 一 致 ， 即 区 域 G 的 内 部 或 者 总 是 在 左 
边 或 者 总 是 在 右边 

即使 C 不 是 简单 曲线 ， 而 允许 和 自己 相交 ， 它 把 平面 分 成 两 
个 以 上 区 域 ,面积 4 的 公式 仍然 是 有 意义 的 . 在 这 种 情况 下 , 我们 
可 以 把 公式 看 成 为 出 发 点 ， 而 把 面积 适当 地 理解 为 以 C 为 界 的 平 
面 上 各 连通 小 块 的 有 向 面积 的 加 性 组 合 ， 我 们 将 在 本 章 附录 I 中 
讨论 这 个 问题. 

例 . 作为 例子 ,我 们 求 酉 四 态 + 攻 =1 所 包围 的 面积 . 我 们 


取 椭圆 逆 时 针 定 向 , 根据 参数 表示 T=acost,y = bsint,0 <t < 2n, 
我 们 有 


1 27 1 27 
= 一 人/ (zy — yt}dt = ~— / abdt = sab. 
2 2 Jo 


极 坐 标 中 的 面积 . 为 使 用 极 坐 标 ”9 表示 面积 ， 我 们 首先 考虑 
以 曲线 段 + = f(8) 和 射线 8 = a,9 = 8 为 界 的 区 域 的 面积 4. 假定 
a < 6, 并且 98 能 够 作为 沿 曲线 的 参数 ( 即 不 同 的 点 有 不 同 的 概 角 ). 
我 们 使 用 4 的 公式 


A=¥ f(t -vr) = 3 (ry) 


这 个 积分 必须 分 布 在 边界 的 曲线 部 分 和 两 条 射线 上 . 在 射线 9= a 
和 98= 6 上， 我 们 可 以 用 "7 作为 参数 . 由 z=rcosby = 了 sntg 和 
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9 = 常数， 我 们 有 之 = cos9,y = snb 因此 zy 一 yz =0. 在 曲线 部 
分 ， 我 们 用 9 作为 参数 ， 则 


定 二 uy rsing, 


dg 
y= 名 sing +reosb. 
因此 及 一 嫩 二 72. 所 以 
1 1 1 1 
4= z/ r2d0 = z/ (6)a0. (21) 


对 于 简单 六 曲线 C ， 假 定 C 包含 原点 在 它 的 内 部 并 且 C 与 原点 
发 出 的 每 一 条 射线 恰 交 于 一 点 ， 我 们 可 以 把 4 作为 参数 ， 其 中 0 < 
6 < 27. 那么 被 包围 的 面积 是 


1 27 
A= 二 / r2d0. (22) 
2 ja 


图 4.27 极 坐 标 中 的 面积 


极 坐 标价 各 公式 (21) 也 可 直接 由 积分 的 定义 推导 , 为 此 目的 ， 
我 们 把 区 域 用 从 原点 引出 的 射线 分 成 扇形 (图 4.27). 每 一 个 遍 形 由 
不 等 式 
O11 <O<0, 0O<r<Ag) 
描述 ， 昆 然 ， 肩 形 交 积 介 于 内 接轨 访 形 和 外 接 加 扇形 面积 之 间 . 因 
此 区 域 的 一 个 扇形 的 面积 等 二 7" (Fs 一 8-1), 其 中 7 介 于 f( 人 外 在 
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区 间 b_，< 9 < % 上 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 ， 当 我 们 把 前 分 加 密 
时 ， 我 们 的 区 域 的 户 形 面积 之 和 显然 收 合 于 积分 二 / 28 

双 纽 线 的 面积 

作为 方程 (21) 的 例子 ， 我 们 考虑 由 双 组 线 的 一 个 回路 包围 的 
面积 . ,站 组 线 的 方程 (参见 第 113 页 ) 是 7? = 2a?cos26,8 由 一 一 
变 到 工 ， 就 得 到 一 个 回路 ， 因 此 ， 对 于 该 面积 ， 我 们 有 


2 cos 29d0 = a2. 
于 


当然 ， 另 一 个 回路 面积 有 相同 的 绝对 值 ， 但 要 取 负 值 . 

双 曲 线 包围 的 面积 

我 们 现在 考虑 以 双 曲 线 于 一 多 = 1 为 界 的 扇形 面积 ， 在 第 
263 页 中 我 们 用 了 相当 麻烦 的 方法 计算 过 它 ( 见 图 3.12)， 对 于 双 
曲线 (更 确切 地 说 是 对 于 它 的 右边 的 分 支 ) 我 们 有 参数 表示 2 = 
cosht,y 一 simht 对 于 由 双 曲 线 和 参数 值 为 0 和 t 的 点 引出 的 射 
线 所 包 转 的 二 倍 面积 ， 我 们 确 有 


t t 
24 -=|/ (TY — YE)dr = 1 (cosh2 r 一 sinh2 7)dr 
0 0 


-/ dr = 二 
0 


(在 射线 上 的 积分 值 为 零 , ) 
1 质量 中 心 和 则 线 的 矩 


我 们 现在 讨论 力学 中 出 现 的 一 些 概念 . 我 们 考虑 平面 上 ”个 质 
点 组 成 的 系统 ,它们 有 质量 mr ,x2,… ,mw ,上 且 举 标 分 别 为 如 ,32,…， 
那么 ， 我 们 称 


BB 
T= my = mi + ma ++ mayn 


v=1] 
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为 这 质点 系 关 于 zx 轴 的 矩 (moment). 表示 式 丸 一 TV/M 定义 了 在 了 
轴 之 上 质点 系 的 质量 中 心 的 高 ， 即 它 的 纵 举 标 ， 其 中 M 表示 系 
统 的 总 质量 mi 十 mz 十 … 十 mm. 质量 中 心 的 高 恰好 是 四 , 因 …… ,yn 
的 加 权 平 均值 ， 权 因子 是 mi,mz,… ,man[( 见 第 160 页 ) , 因此 ，? 


为 质量 的 平均 高 度 . 类似 地 ， 我 们 定义 关于 y 轴 的 矩 和 质量 中 心 


的 横 坐 标 . 

我 们 现在 可 以 很 容易 地 把 这 些 答 的 定义 推广 到 质量 均匀 分 布 
的 曲线 上 ， 因 此 ， 训 以 定义 这 样 曲线 的 质量 中 心 的 坐标 上 和 7.( 沿 
晶 线 密度 为 常数 ( 辟 如 说 p) 的 假定 不 是 必要 的 ， 任 何 连 续 的 分 布 
都 可 以 一 样 好 地 讨论 . ) 

我 们 使 用 力学 上 典型 的 过 程 , 从 质点 为 有限 个 的 一 个 系统 着 
手 , 然后 令 当 n 一 co 时 取 极限 , 为 此 , 我 们 引入 驮 长 * 作为 曲线 上 
的 参数 ， 并 且 用 (nm - 1) 个 分 点 把 曲线 分 成 长 为 Asi, Asz2,…… ,Asn 
的 弧 ， 我 们 把 每 一 弧 As; 的 质量 pAsi 假想 地 集中 在 弧 上 一 任意 
点 ， 壁 如 说 在 纵 坐 标 为 # 的 那 一 点 . 

根据 定义 ， 这 个 质点 系 关 于 z 轴 的 矩 为 


T=8 >》 iAsr. 
如 果 量 As 之 中 最 大 的 趋 于 零 ， 那 么 这 个 和 就 趋 于 由 积分 
r=af was=p f yr yd (23) 


给 出 的 极限 ， 因 此， 我 们 很 自然 地 把 (23) 作为 曲线 关于 z 轴 的 托 
的 定义 ， 因 为 曲线 的 全 部 质量 等 于 它 的 长 度 乘 以 jp. 


a1 
»/ ds = jl(s1 — s0), 
#0 


所 以 我 们 立即 得 到 下 面 的 曲线 质量 中 心 的 爸 标 公式 : 


/ rds / yds 


€= = (24) 


31 一 50 31 一 30 
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这 些 关系 式 实际 上 是 曲线 的 矩 和 质量 中 心 的 定义 ; 但 是 它们 


是 有 殷 个 质点 的 比较 简单 情况 的 直接 推广 , 从而 我 们 很 自然 地 期 户 
一 一 实际 情况 正 是 这 样 一 一 在 力学 上 ,任何 涉及 质点 系 的 质量 中 
心 和 和 矩 的 关系 式 对 于 沿 着 曲线 有 连续 的 质量 分 布 的 情况 也 是 正确 
的 . 


m. 旋转 曲面 的 面积 和 体积 
古 鲁 金 定律 


名 党 各 名 昌 


如 果 我 们 把 曲线 y = f(z), 其 中 f(z) > 0, 绕 z 轴 旋转 , 那么 曲 
线 就 描绘 出 所 谓 的 旋转 曲面 . 假定 曲面 的 横 坐 标 在 zo 和 x， > zo 
之 间 ， 则 它 的 面积 可 由 类 似 于 前 面 的 讨论 而 得 到 ， 因 为 如 果 我 们 用 
内 接 多 边 形 代替 曲线 , 我 们 就 得 到 车 干 个 细 截 锥 构成 的 图 形 代 赫 山 
面 . 由 直观 的 启发 , 我 们 可 以 把 旋转 曲面 的 面积 定义 为 当 内 接 多 边 
形 最 长 边 的 长 度 趋 于 零 时 ， 这 些 匆 面 面 积 的 极限 - 由 初等 几何 我 们 
知道 , 每 一 个 截 锥 的 面积 等 于 斜 母线 的 边 长 乘 以 平均 半径 的 圆 截面 
的 周 长 (图 4.28). 如 果 我 们 把 这 些 式 子 相 加 然后 取 极 限 ， 我 们 就 得 
到 面积 的 表达 式 


pe 


图 4.28 ”旋转 曲面 的 面积 


及 = 2 yds 一 2/ yv1l+yY2dz = 2mrm7(sl —s0). (25) 
BO KG 
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用 语言 来 表达 , 这 个 结果 说 明 旋 转 曲 面 的 面积 等 于 母线 的 长 度 乘 以 
质量 中 心 (在 旋转 过 程 中 ) 走 过 的 距离 (二 重金 (Guldin) 定 律 ) 

用 同样 的 方法 ， 我 们 可 以 发 现 ， 由 旋转 曲面 和 两 端的 平面 > = 
zo 和 2z= zl > zo 所 包围 的 内 部 体积 为 


TX1 
V=7 / ydz. (26) 


这 个 公式 可 以 出 下 面 直观 的 启发 而 得 到 , 即 所 求 的 体积 是 早先 提 到 
的 由 截 锥 组 成 的 图 形体 积 的 极限 ， 剩 下 的 证 明 留 给 读者 . 


n. 惯性 矩 


在 研究 物体 的 族 转 时 ， 某 些 称 为 惯性 短 的 量 起 着 重要 的 作 
用 。 这里， 我们 简单 地 叙述 这 些 表达 式 . 

我 们 假定 质点 mm 在 和 zx 轴 有 距离 y 的 地 方 ， 以 角速度 w( 即 在 
单位 时 间 内 旋转 了 角 w) 绕 该 轴 匀 过 旋转， 质点 的 动能 表示 为 质 
量 和 速度 平方 的 乘积 的 二 分 之 一， 等 于 
可 (2 
我 们 把 气 - 的 系数 mg2 称 为 质点 关于 = 轴 的 惯性 算 

类 似 地 ， 如 果 我 们 有 质量 为 1 322 且 级 坐标 为 Yi 82 
的 个 质点 ， 那 么 我 们 称 表达 式 


T= my 


为 该 质点 系 关于 > 轴 的 惯性 矩 ， 惯 性 算是 局 于 质点 系 本 身 的 一 个 
量 ， 与 它 的 运动 状态 无 关 ， 它 的 重要 性 在 于 ， 在 系统 围绕 一 个 轴 作 
保持 每 一 对 质点 的 距离 不 改变 的 刚体 转动 时 ,动能 等 于 关于 那个 轴 
的 惯性 矩 乘 以 角速度 平方 的 二 分 之 一 ， 因 此 ， 在 围绕 轴 旋 转 时 ， 关 
于 该 轴 的 惯性 矩 起 了 和 上 质量 在 直线 运动 中 同样 的 作用 . 
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令 #= f(z) 为 位 于 横 坐 标 zo 和 zl > zz 之 间 的 一 条 任意 的 由 
线 . 沿 着 曲线 质量 以 单位 密度 均匀 分 布 . 为 了 定义 这 条 曲线 的 惯性 
和 矩 ， 我 们 的 作法 完全 像 前 节 一 样 ， 得 到 关于 z 轴 的 惯性 矩 的 表达 式 


为 二 了 了 1 
T= / ds = / w+ dz. (27) 
关于 yy 轴 的 惯性 矩 ， 我 们 相应 地 有 
Ty = / “ade = / ” 2 V1+ ydz. (28) 
4.2 例 


我 们 从 许多 种 平面 曲线 中 选择 几 个 典型 的 例子 , 来 说 明 我 们 讨 
论 过 的 概念 


a。 普通 摄 线 
根据 方程 > = a(t 一 sint),y = a(1 一 cost)( 参 见 第 372 页 (1)) ， 
及 = oli 一 cost),# = asint. 我 们 得 到 弧 长 为 
8 一 三 V2 + dt = 广 V2a2{1 ~ cost)dt. 
自 0 


因为 1 -cost =2sin? 7 ， 所 以 被 积 函 数 等 于 2asin z， 因而 ， 对 于 
0<a<2r， 有 


s=20 / sin (5)dt = -4acos = 
0 2 210 


=4a{1 一 0C08 过 = Sa sin? 字 


特别 ， 如 果 我 们 考虑 相继 的 两 个 尖 点 之 间 的 弧 长 ， 那 么 我 们 必须 令 
a = 2r ， 因 为 参数 值 区 间 0 < + < 2" 相应 于 滚动 的 圆 的 一 次 回 
转 ， 因 此 ， 我 们 得 到 驱 长 的 值 为 go, 即 相继 两 尖 点 之 同 的 皖 线 的 弧 
长 等 于 滚动 圆 直 径 的 四 倍 . 
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47 27 
了 =/ ytdt = -| (1 — cost)?dt 
0 0 


325 
=a? / (1 — 2¢cost + cos? tydt 
0 
27 

一 3a° 7. 
0 


sin 2t 


4) 


= o2(t 一 2sint 十 了 十 


所 以 这 个 面积 是 滚动 加 面积 的 三 借 。 
对 于 曲率 半径 jo| = 古 ， 根据 第 399 页 (15) 式 我 们 有 


f= Et” = —2ay2{1 ~ cost) = —4a 
在 点 二 0,t 二 土 2m,…, 上 式 为 零 ， 这 些 点 实际 上 是 尖 点 。 在 尖 点 
上 ， 欣 线 与 x 轴 成 直角 . 
根据 第 420 页 公式 (25) ， 摆 线 的 弧 绕 z 轴 旋 转 而 形成 的 回转 
曲面 的 面积 为 


,tt 
sin 一 | ; 
2 


Sa 2 
A =2" f yqds 一 2r / all — cost) . 2a sin Tt 
0 0 2 
27 Tn 
-scr / sin? Ldt = lbor 人 sin3 udu 
0 2 0 
一 16a2r 1 {1 ~ cos? 4) sin udu. 
0 
作 僚 换 cos = vw 可 求 出 最 后 一 个 积分 的 值 ， 我 们 得 到 


了 2 
A= 16o2r{ - cosu+ = cossu) = tT 
3 ,一 


作为 练习 ,该 者 可 以 自己 计算 摆 线 在 * 轴 上 的 质量 中 心 的 高 7 
和 惯性 矩 ?>. 结果 为 
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b. 悬 链 线 


蝶 链 线 3 是 由 方程 y = coshz 定义 的 曲线 ， 基 链 线 在 横 坐 标 
Zz 二 a 和 z=b 之 间 的 长 是 


b b 
"= | Vitsinhizds = 人 cosh zdz = sinhb — sinh a. 


县 链 线 绕 > 轴 旋 转 而 产生 的 回转 曲面 的 面积 ， 寻 所谓 的 悬 链 
曲面 的 面积 为 


5 b 
A= 2r cosh? zdr = 2r / ma, 


=7(6—&a++ 了 sinh 22 一 于 sinh2o)， 
由 此 我 们 进一步 得 到 从 a 到 的 弧 的 质量 中 心 的 高 


b a+ sinh2b — sinh2a 


A 
1 re 2(sinhb — sinh ay 
最 后 ， 曲 率 为 
加 y _ coshz 1 
(+y2)3 coshiw cosh?z 
c. 椭 贺 和 双 纽 线 


这 两 个 曲线 的 弛 长 不 能 化 为 初等 函数 , 而 是 属于 第 335 页 提 到 
的 椭圆 积分 . 
对 于 椭 贺 y = (b/a)Va? 一 23, 我们 有 


1 — me2 
qa2— 22 dz = 1— £2 


1) 该 名 称 来 自 这 样 一 个 事实 ， 悬 挂 在 两 个 端点 上 的 一 个 链 就 是 这 个 曲线 的 形状 十 
分 奇怪 的 是 同一 条 曲线 产生 在 很 不 同 的 物理 应 用 中 . 让 我 们 看 空间 中 的 两 个 图 所 限制 的 
肥皂 膜 罢 ， 俱 定 两 个 圆 在 互相 平行 的 平面 上 并 且 通 过 两 四 必 的 直线 与 这 些 平面 答 直 ， 那 
么 ， 这 个 肥皂 腊 的 形状 和 悬 链 线 绕 X 轴 族 转 而 产生 的 回转 曲面 的 形状 完全 一 样 . 
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于 2 
其 中 我 们 置 三 = 6,1 一 与 = 态 . 用 代 换 & = siat 这 个 积分 就 可 


表 为 

s=a f Vi- main at 
这 里 ， 为 得 到 椭 图 的 半 周 长 ， 我 们 必须 令 x 通过 从 -~a 到 a 的 区 
间 ， 这 个 区 间 相 应 于 区 间 


-1<#<H1 或 一 <$S+ 


对 于 双 纽 线 ， 它 在 极 坐 标 7,t 下 的 方程 为 r? = 2a? cos2t ， 类 
似 地 有 


多 
t 
= /va fact 2 Ee dt 


dt dt 
=ovi] -| V1 -2sin2t 
如 果 在 最 后 一 个 积分 中 引入 %= tg t 作为 自 变量 ， 我 们 就 有 


sin = 和， dt = 和， 
因此 
/A 
在 双 纽 线 的 一 个 完全 回路 中 ，% 是 由 一 1 变 到 +1 ， 因 此 张 长 等 于 
tl du 
NA 


这 个 特殊 的 覃 圆 积分 在 商 斯 (Gauss) 的 研究 中 起 了 很 大 的 作用 ， 
4.3 二 维 向 和 量 


在 讨论 平 商 划 线 与 几何 、 力 学 和 物理 中 其 他 许多 论 原 时 ， 向 量 
概念 已 成 为 方便 的 、 几 乎 不 可 缺少 的 工具 ， 本 章 我 们 将 发 展 和 应 用 
二 维 向 量 的 概念， 对 于 高 维 的 推广 放 到 第 二 卷 叙 述 . 


- 425 . 


直观 的 解释 

很 多 数学 和 物理 的 对 象 , 在 一 个 给 定 的 尺度 下 可 用 一 个 单个 的 
数 完全 地 表示 它 , 我 们 称 它 为 标量 (scalar). 诸如 角度 . 长 度 , 面积 、 
时 间 、 质 量 和 温度 都 是 标量 的 例子 ， 但 是 还 有 另外 一 些 对 象 ， 不 可 
能 只 用 一 个 标量 表示 , 例如 , 三 角形 的 形状 , 空间 中 点 的 位 置 、 质点 
运动 的 方向 或 加 速度 以 及 物体 的 张力 . 需要 几 个 数 才能 确定 每 一 个 
这 样 的 对 象 ， 逐 渐 地 ， 数 学 概念 超出 实数 连续 统 而 发 展 起 来 ， 使 我 
们 能 够 用 单个 的 记号 来 表示 这 种 对 象 9， 平面 上 的 向 量 (vector) 
可 以 用 两 个 信息 项 来 描述 ， 即 长 度 和 方向 ， 例 如 ， 两 点 的 相对 
位 置 、 质 点 的 速度 和 加 速度 与 作用 在 一 个 质点 上 的 力 都 属于 这 一 
类 2. 

几何 上 或 直观 地 ， 疝 量 在 本 质 上 是 用 它 的 长 (或 大 小 ) 和 它 的 
方向 来 描述 的 平面 (或 空间 ) 上 的 有 向 线段 ， 通 常 ， 向 量 用 给 定 的 
长 和 指向 给 定 的 方向 的 箭头 符号 表示 ， 除 非 明确 加 以 限制 ， 向 量 
是 “自由 的 *， 也 就 是 说 在 向 量 的 定义 中 并 不 规定 有 向 线段 起 点 的 
位 置 

虽然 有 许多 物理 概念 ,例如 速度 、 加 速度 和 力 是 向 量 在 应 用 中 
的 基本 例子 ,但 是 我 们 将 用 平移 或 平行 位 移 从 几何 上 来 定义 向 量 . 

向 量 分 析 是 从 给 有 向 线段 或 平行 位 移 命名 为 “向 量 ”开始 的 ， 
但 是 其 决定 性 的 意义 不 是 引入 了 一 个 统一 的 名 词 ,而 是 这 些 对 象 
即 向 量 (类 似 的 ， 如 复数 ) ， 可 借助 一 套 法 则 而 互相 结合 ， 或 与 标量 
互相 结合 ， 这 套 法 则 称 为 向 量 代数 或 向 量 分 析 ， 它 们 在 各 种 应 用 中 
有 着 自然 的 解释 ， 例 如 ， 两 个 速度 的 倒 加 ， 或 位 移 反抗 一 个 力 所 作 
的 功 . 直观 借助 的 向 量 的 语言 可 使 许多 的 数学 和 物理 关系 表达 得 简 
洁 而 清楚 

1) 当然 ， 复 数 a 十 本 = z 是 表示 实数 对 a,b 的 这 样 的 符号 ， 有 时 用 复数 而 不 用 向 


量 的 确 方 便 些 . 
2) 有 时 向 量 也 是 不 够 的 ， 壁 如 描述 张力 器 空间 曲率 就 要 使 用 更 一 般 的 称 为 张 量 的 
概念， 
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a. 用 平移 定义 向 量 ， 记 号 


平面 上 最 简单 的 变换 是 平移 ， 即 平行 位 移 . 平移 是 把 任意 一 
点 卫 = (zx,9) 变 到 或 者 映射 到 点 P' = (x',y),P' 的 坐标 是 


T=x5+a, y=y+b, 
其 中 a 和 6 为 常数 . 平移 由 常数 a 和 5 完全 决定 . 我 们 把 a 和 5 称 


为 平移 的 分 量 ， (component). 我 们 将 用 “向 量 ” 一 - 词 作为 平移 的 另 


一 个 名 称 . 使 用 黑体 宇 表示 向 量 或 平移 .我 们 把 分 量 为 a,5 的 向 量 
记 为 及 = (a,6)( 图 4.29). 


一 


图 4.29 ”对 应 于 向 量 也 = P 成 =@ 全 == (2,1) 的 平移 w = > 十 2.W =y+1 


向 量 了. 的 分 量 由 一 对 相应 的 点 卫 = (z,9) 和 P' = (zy) 决 
定 ， 因 为 
@ 一 2 一 和 8 一 扩 一 也 
显然 ， 对 于 任意 点 PP 和 P' 总 能 找到 使 P 变 到 P' 的 平移 及 . 我 们 
把 它 表 示 为 向 量 R = P 忆 . 因此 ， 任 意 有 序 点 对 已 = (z,y),P' = 
(zy), 即 任意 有 向 线段 决定 向 量 忆 = P 忆 = (zz,y 一 办 .我 们 看 
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到 , 第 二 对 点 及 = (6&7D),8 二) 当 和 -6=2 wy 
时 定义 了 同一 个 向 量 ， 因 此 ， 同 样 的 平移 民 使 变 到 P,Q 变 到 
Q'， 向 量 有 由 两 个 数 ( 即 分 量 ) 决定 ， 就 像 平面 上 的 点 由 两 个 从 
标 决定 一 样 . 基本 区 别 是 在 几何 上 用 一 个 点 对 表示 向 量 ， 在 表示 式 
R = BP 芒 中 我们 把 称 为 起 点 ， 把 P' 称 为 终点 . 对 于 给 定 
的 RR， 两 点 之 一 ， 笑 如 说 起 点 已 = (z, 妇 可 以 任意 选 定 ， 而 后 终 
点 P= (oj] 就 由 关系 只 = + wy 二 y+ 唯一 地 确定 把 起 
点 和 终点 交换 位 置 就 得 到 反 向 量 P= (一 6b) 


如 果 把 起 点 选 在 原点 O = (0,0) ， 那 么 我 们 可 以 取 及 = DG 而 
把 向 量 及 与 每 一 个 点 8 = (e,3) 唯一 地 联系 起 来 、 有 固定 的 起 点 
O 的 向 量 称 为 Q 的 位 置 向 量 . @ 的 位 置 向 量 的 分 量 就 是 Q 的 从 
标 z,y， 


图 430 向 量 卫 二 PP 的 分 量 cb 和 长 


分 量 为 a。= 0,8 = 0 的 向 量 及 叫做 零 向 量 ， 记 为 9. 它 相 当 
于 一 个 把 每 一 个 点 保持 固定 的 平移 : 


O = (0,0) = PF. 


两 点 P = (ce, 切 ,P' = (ay 的 距离 > 只 依赖 于 向 量 防 = 
(a, = 瑟 芒 ,因为 


r= Vet y= Vet 
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我 们 把 ” 称 为 向 量 且 的 长 ， 并 且 记 为 7 = | 有 | 除非 R = 0,R 的 


我 们 把 向 量 R = (a,6) 与 数 或 标量 4 的 乘积 定义 为 向 量 
R* = AMR = (Xa, Mb). 


如 入 = -+ ， 我 们 有 和 RR 相反 的 向 量 R* = (一 o 一 六 (图 4.31). 


4.31 向量 及 与 标量 相 飞 


图 4.32 在 入 = 时 的 向 量 关系 人 R* = PB" = A 


如 果 及 = PP = {6,8),P = (z, 共 ,P' = (zoy), 那么 我 们 可 以 
把 RR* = XR 表 为 PPF ,其 中 Pr = (on 办) = (5 十 Aayy+ 和 MW) ( 见 
图 4.32). 如 a =b=0， 我 们 当然 有 P”"= P=P. 如 a4 和 4。 不 都 
是 零 ， 则 点 P” = (zx” ,让 ) = (z 十 Aa,9 十 和 0), 当 入 取 遍 所 有 实数 值 
时 路 遍 这 韩 个 直线 


了 一 入 aa 一 号 一 ga. 
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如 入 =0, 则 P"=P. 如 入 =1, 则 Pr= P'. 因此 P" 在 过 P 
和 P' 的 直线 上 ， 如 入 >0， 那 么 点 P" 和 P' 在 P 的 同一 边 . 如 
和 <0,P" 和 P 在 P 的 相反 的 两 边 . 

给 定 及 = (@,b) 和 R* = (a*,6*). 如 果 R* 二 XR 并 且 入 > 0， 
那么 就 说 R 和 R* 有 相同 的 方向 .如 入 <0， 就 说 BR 和 R* 有 相 
反 的 方向 ,如果 RR = 0 ， 那 么 同样 R* = 0. 如 果 民 关 0, 那么 R* 


和 及 有 相同 方向 的 充分 必要 条 件 是 
ca -ca _ 5 -上 
Voi Vat VatB Veasibs 

我 们 把 决定 向 量 R 的 方向 的 量 

-2 -2 

= ot |R| r 

-bt bb 

"VETE RI 7 


岂 做 忆 的 方向 余弦 . 当然 它们 对 于 也 = 0 没有 定义 因为 如 + 到 = 
1 ， 所 以 我 们 总 能 找到 角 a 和 相应 的 角 8 = -二 一 a ， 使 得 


E = cosa, 1 = sina= cosp. 


角 a 岂 做 忆 的 方向 角 (图 4.33). 除去 r 的 偶数 借 之 外 方向 角 是 
唯一 地 确定 的 ， 对 于 R= PP ， 我 们 有 


， sin ce 一 —¥. 


他 
显然 ，o 为 正 z 轴 与 户 到 忆 的 直线 的 夹 角 ， 更 确切 地 说 ， 把 正 z 
机 绕 原 点 旋转 角 ac( 如 反 时 针 转 ， 算 正 的 ， 如 顺 时 针 转 ， 算 负 的 ) 该 
轴 将 给 出 由 卫 到 P' 的 方向 . 反 向 量 -下 = (a, 一 b) 的 方向 余弦 为 
-&, -9 ， 并 且 方 向 角 与 a 相差 r 的 奇数 倍 . 如 果 向 量 及 = FE 应 的 
起 点 是 原点 ， 那 么 R 的 方向 角 a 就 是 P' 的 极 角 0. 


4 
cosa 一 


图 4.33 。 向量 互 声 的 方向 角 和 方向 余弦 6 
b. 向 量 的 加 法 和 委 法 


我 们 已 经 用 平移 ， 即 平面 上 点 的 某 些 映射 定义 了 向 量 ， 存 在 一 
个 完全 -- 般 的 方法 ， 通 过 相继 地 使 用 任意 两 个 映射 ， 将 它们 结合 
起 来 ， 如 果 第 --- 个 肌 射 把 点 已 移 到 点 已 ， 第 二 个 映射 把 点 P' 移 
到 P" ， 那 么 组 合 的 映射 是 把 已 移 到 P”. 在 两 个 向 量 R = (a 晶 
和 R* = (ao, 姑 ) 的 情况 下 ， 向 量 R 把 点 已 = (z,y) 映射 到 点 P' = 
(z+mg+ 们 , 问 量 RR?* 把 天 映射 到 点 P”= (xt+ata’,y+b+b*). 
从 尸 到 PP 产生 的 上 觅 射 还 是 一 个 平移 ， 我 们 称 它 为 向 量 RR = PP 
和 R* = PP 的 和 ， 记 为 及 上 +R* (图 4.34)0. 这 个 和 向 量 的 分 量 
是 a+a* 和 bb”. 因此 ， 两 个 向 量 的 和 定义 为 

PP + PP PP 
或 者 使 用 分 量 描述 ， 便 是 
(gb) + {a bP)=(ata,b+o). 


1) “和 ”实际 上 起 第 57 页 定义 的 两 个 映射 的 符号 乘积 ， 在 这 里 加 号 更 自然 一 些 , 
' 因 为 它 相应 于 分 量 的 加法. 
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图 4.34 向量 忆 态 二 (a,b) 和 PPB# = (a*, 矿 ) 的 加 法 


如 果 R* 和 民有 相同 起 点 ,譬如 说 R* = PP ， 那么 点 PP",P” 
和 P 构成 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 ， 过 P 的 两 个 边 表示 向 量 人 R 和 
R" ;过 P 点 的 对 角 线 表示 和 + RR” (向 量 和 的 “平行 四 边 形 
作 图 法 ”). 


0 


图 4.35 向量 加 法 的 交换 律 和 结合 律 
向 量 和 满足 算术 的 交换 律 和 结合 律 , 因为 向 量 的 加 法 相当 于 对 
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图 436 PPB-0P-.0F 


国 437 PO=PA+AB+BC+...+FO 
应 的 分 量 的 加 法 (图 4.35). 而 且 它们 还 满足 两 个 向 量 之 和 乘 以 数 


/二 个 向 昌 玉 丙 个 数字 和 的 信介 


AR+R’)=AR+AR,D+HR = MR+AR 1. 


这 些 法 则 使 我 们 可 以 用 点 P 和 P' 的 位 量 向 量 OP 和 OP' 来 
表示 向 量 PP'( 图 4.36) ， 


PP -PO+OP-0P1P0-0P_08. 


重要 的 是 认识 到 : 一 般 地 , 如 果 我 们 从 点 已 出 发 经 过 点 4, B,C,…， 


1) 为 了 在 方程 中 区 别 向 量 和 数 ， 在 写 科 积 时 ， 我 们 总 是 把 数 放 在 向 量 的 前 面 ， 虽然 
可 以 定义 AR = RA ， 但 我 们 不 使 用 R 的 记 鞭 . 
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,FF 进行 到 马 ， 那么 向 量 BG 就 是 向 量 Ph, AB, BC,..., EF, FC 
之 和 (图 4.37). 


4.38 向量 R* 与 向 量 及 构成 种 


向 量 之 他 的 夹 角 


向 量 R* = (ae*, 妨 ) 和 向 量 及 = (a,6) 的 夹 角 09 定义 为 它们 的 
方向 角 之 差 。 9 = a* 一 a.( 这 里 ， 假 定 R 和 R* 都 不 是 零 向 量 , ) 
除去 可 以 相差 2r 的 整数 倍 之 外 角 8 仍 是 确定 的 (图 4.38). 旋转 角 
9(8 的 正 负 号 指示 了 旋转 的 方向 ) 使 及 的 方向 变 到 R* 的 方向 ， 唯 
一 确定 的 量 cos6 和 sin9 可 直接 用 R 和 R* 的 方向 余弦 表示 ， 


cosf = cos(a — 0) = cos a sin or’ + sin oe sin o* 
_ aa’ + bb” 
-VET VT 
sin8 = sin(a” — @) = cos a sin 9” — sin oa cos oe” 
_ ab*—a'b 
VT BV 
每 一 式 子 的 分 母 刚好 是 向 量 长 的 乘积 rr'. 我 们 引入 在 分 子 中 出 现 
的 式 子 作为 两 个 向 量 的 “乘积 ”， 
机 个 向量 的 内 各 和 外 积 
我 们 定义 向 量 也 = (a,8) 和 R* = (oa 天 ) 的 “数量 ” 积 (又 称 
“内 ” 积 或 “点 ” 积 ) 为 
R.R’ =aa’ + bb” =rr" cost. 


1) 按 这 里 的 定义 ， 内 积 和 外 积 实 际 上 都 是 “标量 ". 我 们 仅 对 于 内 积 保留 了 数量 积 
这 个 词 ， 因 为 在 三 维 空间 中 ， 与 外 积 相 类 似 的 是 向 量 . 
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定义 下 和 有 的 “外 ” 积 (或 “ 叉 ” 积 ) 为 


RxR'=at’—a'b=rr’ sing. 


由 直接 正明 可 知 ， 内 各 和 外 积 请 信人 和 结合 健 ， 


RR'+R")-RRIR.R", 


及 x (及 ”十 


R*)=RxR*+RxR”, 


AR-R')= (ARJ) -Re = R.0R’), 
AR x R')= (AR) x Re = Rx (AR'). 


对 于 内 积 ， 乘法 的 交换 律 也 成 立 ， 


和 和 人 是 过 


R.R*=R’*.R. 


但 是 对 于 外 积 ， 如 果 交 换 因子 ， 则 方向 相反 


RxR*=—R*xR. 


令 和 R* 有 同一 个 起 点 ， 及 = PG,R* = PO. 我 们 可 以 把 
R.-.R" 解释 为 线段 PQ* 在 线段 PQ 上 的 射影 r+ cos 9 和 该 线段 长 
的 乘积 ， 外 积 R x R* 不 过 是 有 向 三 角 PQQ* 的 面积 的 两 倍 . 如 果 
顶点 PQQ* 是 反 时 针 的 次 序 ， 面 积 取 正 号 ， 反 之 取 负 号 (图 4.39). 


图 4.39 ”向 其 积 及 x RR" = RIIR*|sin8 为 三 角形 PQQ” 的 面积 的 两 倍 


对 任意 向 量 R = 


(a, b), 
R:.R=o+& =|R|? 
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为 向 量 长 的 平方 ， 因 此 ， 了 RR 是 正 值 ， 除 非 R = 0. 另 一 方面 ， 
R x R 总 为 堆 ， 两 个 非 零 向 量 互相 正 交 的 条 件 是 及 .及 * = 0, 而 如 
果 及 xR* =0， 那 么 RE 和 R* 是 平行 的 { 即 方 向 相同 或 相反 ). 

吉 太 的 方 

使 用 向 量 记 号 , 我 们 可 以 很 容易 写 出 过 两 点 的 直线 方程 和 过 一 
给 定点 有 给 定 的 方向 的 直线 方程 ， 令 已 = (z, 切 , 丁 = (zo,%) 和 
= (zy 轴 ) 为 三 个 点 ， 并 且 了 西关 疝 ， 如 果 瓦 半 和 遍 凡 是 平行 


的 ， 即 
BF x BR = 0， 


那么 已 在 过 机 和 号 的 直线 上 .如 果 RR = OB,Ro = 0O 忆 和 
Ri = 0 局 为 三 点 的 位 置 向 量 ， 那 么 条 件 就 变 为 


(R-Ro)x(Ri -Bo)=0 


(R141— RoxR=R: x Ro. 


4.40 ”用 向 量 符号 表示 的 家 线 


把 点 的 坐标 代 杰 位 置 向 量 ， 我 们 就 得 到 通常 形式 的 直线 方程 (图 
4.40} : 


(£1 — zo)y — (Mh — Yo)z = 21%0 — 0. 


- 436 ， 


如 果 不 是 指定 直线 上 的 两 个 点 ， 我 们 也 可 以 先 定 下 一 个 点 囊 来 求 
与 向量 S = (a,4b) 平行 的 直线 ， 显 然 ， 喜 线 方程 为 


(R~- Ro)xS=0 


即 
(£2— zo)b— (y— yo)a=0. 


如 S = 轧 瑞 , 就 得 到 前 面 的 那个 方程 
原点 到 直线 的 距离 4 也 可 以 用 向 量 符号 表示 ， 显 然 ， 4 乘 以 
向 量 轧 肪 的 长 等 于 三 角形 OP 面积 的 两 倍 ， 因 此 
_ 1 一 一 _ RoxR 
人 


_ TOY1 一 Z180 


~ Vs- zo + (Wy — yw) 


这 里 ， 如 果 点 0, 忆 , 忆 是 反 时 针 顺 序 的 ， 4d 就 取 正 值 . 
学 标 向 量 


向 量 及 = (已 通常 可 以 表示 为 


R = ai 上 + 让 (29) 
这 里 i 和 j 表 示 “ 坐标 向 量 (coordinate vectors)” 


用 这 种 方法 可 以 把 及 分 成 两 个 分 别 平行 于 轴 和 4 轴 方 向 的 向 量 
oi 生 .有 的 分 量 。 和 4 刚好 是 这 两 个 向 量 的 (有 符号 的 ) 长 

在 应 用 中 ， 我 们 常常 提出 把 向 量 R 表 成 为 具有 两 个 给 定 的 正 
交 方向 ( 即 互相 垂直 ) 的 向 量 的 和 ， 为 此 目的 ， 我 们 引入 两 个 具有 
给 定 方向 的 单位 向 量 了 和 J. 如 果 我 们 可 以 把 R 表 为 


R = 4IT+ BJ, (31) 
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AN 


4,40fa) 


这 里 4, 召 是 两 个 数 , 那么 就 可 以 得 到 所 要 求 的 六 的 分 解 (图 4.40(a)). 
如 果 这 样 的 及 的 表示 式 存 在 ， 那 么 容易 求 得 4, 的 值 ， 因 为 ， 按 
假定 向 量 I 和 了 本 是 长 为 工 的 正 交 单位 向 量 ， 所 以 


I:.I=J:J=1, I:.J=0. (32) 
分 别 作出 方程 (31) 和 工本 的 数量 积 ， 就 看 到 4 和 B 的 值 必定 是 
A=R.I, B=R-:J, (33) 


换 名 话说， A, B 是 表示 及 的 线段 在 给 定 方向 上 的 投影 的 长 度 . 

如 果 能 够 证 明 i 和 j 本 身 可 以 用 工 和 了 表示， 那么 我 们 就 可 
以 由 表示 式 (29) 推出 RR 可 以 表示 为 I 和 J 的 线性 组 合 (31). 现在 
1= (a,A),J = (7Y, 介 可 以 写成 

I=ai+fABi, J= Yi+ 人 oi. (34) 
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ot = +=1, oy+As=0. (35) 


如 果 我 们 把 方程 (34) 的 第 一 个 乘 以 5 ， 第 二 个 乘 以 6 ， 再 相 减 ， 
我 们 有 


(oa5 — Py)i = 5 红 - BJ. (36) 
类 似 地 
(o 一 有 入 = 一 YI 十 ad. (37) 
这 里 ， 对 于 互相 垂直 的 单位 向 重工 和 了 有 
(m6 — By) =1TxJj=+l, {38) 


其 中 取 上 边 的 还 是 取 下 边 的 符号 取决 于 工 到 J 旋转 90° 的 指向 是 
逆 时 针 还 是 顺 时 针 . 在 取 定 一 个 符号 的 情况 下 ， 等 式 (36) 和 (37) 
就 用 I 和 了 表示 了 i 和 ji. 把 (36)(37) 代入 (29) 就 证 明了 任意 向 量 
R 的 表示 公式 (31) 成 立 . 

公式 (31) 也 可 以 解释 为 在 坐标 轴 分 别 指向 工 和 了 J 了 的 方向 的 新 
坐标 系 之 下 向 量 及 的 表示 式 . 同时 单位 向 量 的 分 量 是 该 向 是 方向 
角 的 方向 余弦 . 令 工 和 J 了 分别 有 方向 角 由 和?%. 那么 


和 二 Co 办 P=sing, Y= cosy, 6= sin. 


这 里 , 或 =$+ 也 或 四 = 一 记 . 在 第 一 种 情况 (相当 于 坐标 向 
量 LJ 的 右手 系 } 3 我 们 有 Y= -pb,s=o,a6 — By=+l 使 得 


1 = (cos 和 sm 内， 本 = (sing,cosD). (39) 
于 是 给 出 向 量 及 对 于 举 标 向 量 I,J 的 分 量 的 公式 (33) 具有 形式 
A=acosg+i+bsing, B= —asing+beosg. (0)} 


这 些 公式 表示 同一 个 向 量 及 在 两 个 右手 坐标 系 中 的 分 量 之 间 的 关 
系 . 这 两 个 坐标 系 中 将 一 个 坐标 系 的 轴 旋 转角 4 就 得 到 另 一 个 坐标 
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系 ， 如 果 我 们 假定 这 两 个 坐标 系 有 相同 的 原点 O 并 且 R 为 任意 一 
点 书 的 位 置 向 量 OP， 那 么 我 们 由 公式 (40) 可 得 坐标 变换 公式 ， 
这 些 公式 在 第 406 页 公式 (18) 中 已 经 给 出 ， 分 量 a,5 和 4,B 分 别 
为 已 在 两 个 坐标 系 中 的 坐标 . 


c. 变 向 量 及 其 导数 和 积分 


我 们 很 自然 地 要 考虑 这 样 一 个 向 量 及 = (a, 日 ， 它 的 分 量 ob 
为 变量 t 的 两 数 ， 辟 如 说 a = a(),b = 2 的 . 那么 ,对 任意 一 个 ， 
我 们 有 一 个 向 量 
R = R(t) = (a(t), b(t)). 


我 们 称 R(t) 为 t 的 向 硬 函 数 . 例 如， 一 个 随时 间 击 运动 的 点 的 位 
置 向 量 . 

如 果 当 上 一 加 时 ， alt) 有 极限 a*, b(t) 有 极限 姑 , 我 们 就 说 当 
t+ 二 0 时， R(t) 有 极限 R* = (a*, 矿 ). 在 这 种 情况 下 ， R(t) 的 长 
趋 于 及" 的 长 ， 如 R* 天 0, 及 全 的 方向 趋 于 BR* 的 方向 ( 即 BR 的 方 
向 余弦 趋 于 R* 的 方向 余下 ). 如 果 

lm R(t) = R(to), 

就 是 说 ， 如 果 及 的 分 量 是 上 的 连续 函数 ， 那 么 就 说 向 量 R(t) 连续 
地 依赖 于 上 连续 向 量 的 长 和 方 条 (假定 R(to) 关 0) 也 随 着 t 连续 
地 变化 . 

为 引入 向 量 的 导数 ， 我 们 对 于 参数 的 两 个 值 + 和 :+ 作 差 商 

1 _ [a(t+h)~ aoa(t) bt +h)— b(t) 

ER) -R= | | 
我 们 定义 BR 的 导数 为 此 差 商 在 一 0 时 的 极限 : 


» dR , 1 
R= = lim [R(t+h) — RO 
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向 量 的 导数 由 对 其 分 重 微分 而 得 到 . 
容易 看 出 向 量 乘积 的 导数 满足 通常 的 法 则 
dR:S) _ dR dS ， , 
起 = StR. Tr = RS+RS, 
(Rx 8 = Ex S) 
其 中 对 于 外 积 ， 因 子 必 须 取 原来 的 次 序 . 
类 似 地 ， 我 们 用 R(t) 的 分 量 的 积分 定义 向 量 RE) 的 积分 ， 


/ “RDdt = ( / “二 / ‘ bd， 
由 微 积分 基本 定理 推出 


t 
到 Rls}ds = R{t). 


(RSY 二 


二 RxS+RxS, 


d. 对 平面 曲线 的 应 用 ， 方 向 、 录 度 和 加 速度 
速度 问 量 
在 4.1 节 中 ， 我 们 使 用 两 个 函数 > = #(),y = w(t) 表示 曲线 
C. 这 些 冰 数 的 定义 域 中 的 每 个 二 决 定 了 C 上 的 一 点 P = (z, 切 . 
这 里 , 可 以 把 t 当成 时 间 , 而 把 P 当成 运动 着 的 点 ，P 的 位 置 在 时 
刻 t 为 z(t) 和 v(t). 如 果 我 们 令 z 和 ?为 己 的 位 置 向 量 卫 = OF 
的 分 量 ， 那 么 C 就 可 由 位 置 向 量 的 终点 描绘 (图 4.41) ， 


R= R(t) = (z(t), y(t)). 
对 于 相应 于 ti 和 t 十 At 的 C 上 的 两 点 PP 和 P' ， 我 们 有 
PP -0F -0 =R(+At) Rt) = AR. 


此 向 量 表示 入 P,P' 为 端点 的 C 的 有 疝 割 线 ， 这 里 ， 如 果 At 是 正 
的 ， 即 如 果 在 t 增加 的 方向 上 C 上 点 P' 在 PP 的 后 面 ， 那 么 向 量 
R(t + At) — R(t) 

At 
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OF = 最 人 


昼 441 曲线 位 置 向 量 的 导数 


的 方向 和 向 量 R(t+ Ai) - R(t) = PP 的 方向 一 致 ， 它 的 长 是 点 P 
和 P' 的 距离 除 以 At 当 At 二 0 时 ， 我 们 得 到 极限 向 量 


这 里 再 次 使 用 点 来 表示 对 参数 上 的 导数 ， 让 的 方向 是 害 线 PP 方 
向 的 极限 ， 因 此 是 在 点 P 的 切线 的 方向 ， 更 确切 地 ， 站 指向 C 上 
相应 于 + 增加 的 切线 的 方向 ， 条 件 是 让 关 0. 舱 的 方向 余弦 与 在 第 
389 页 上 给 出 的 切线 的 方向 余弦 


=— sina = 了 
cog 和 一 yr VT 
是 相同 的 ， 让 的 长 
让 |= V 酌 更 


可 以 解释 为 宇 ， 即 沿 曲线 的 红 长 。 对 于 参数 t 的 变化 率 、 如果: 
表示 时 间 ， 我 们 就 有 | 食 | 为 点 沿 着 曲线 运动 的 速率 . 

”在 力学 中 ， 质 点 的 速度 不 仅 有 确定 的 大 小 (速率 ) ， 还 要 有 确 
定 的 方向 . 于 是 速度 由 向 量 良 = ( 忆 纺 表 出 。 起 的 长 度 就 是 速 
率 ， 让 的 方向 就 是 运动 的 瞬时 方向 ,， 即 上 增加 的 指向 的 切线 方向 . 
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如 开 

类 似 地 ， 质 点 的 加 速度 定义 为 向 量 站 = 全 切 ， 零 加 速度 意 
味 着 主 = 妆 = 0; 如 果 沿 着 整个 + 区 间 及 = 0 ， 那 么 速度 分 量 为 党 
数值 zi = a,y = b; 这 时 ， 位 置 向 量 本 身 的 分 量 是 t 的 线性 卫 数 : 
z= 二 qt 十 cy= 寻 十 d. 在 这 种 情况 下 ， 质 点 沿 直 线 以 常 速率 运动 . 

如 果 则 线 以 位 置 向 量 R= RU = (z(t),y(j)(a < t+< 有 措 
述 , 那么 我 们 前 面 的 所 有 属于 曲线 的 结果 很 容易 用 问 量 符号 表示 . 
对 于 弧 长 ( 见 第 394 页 式 (8)) ， 我 们 有 


月 
/ 让 ld， 


而 对 于 曲线 包 狗 的 有 向 面积 (参见 第 411 页 ， 公 式 (20)) ， 我 们 有 
A= 了 厂 Rx Rdt 


{这 个 量 的 符号 仍然 依赖 于 曲线 的 定向 ). 最 后 ， 对 于 曲率 {参见 第 
400 页 式 (15)) ， 我 们 有 
二 x 诅 
RE 
各 末 度 的 切线 分 上 和 法 络 分 司 
如 果 我 们 仍然 把 上 理解 为 时 间 ， 那 么 这 些 公 式 有 十 分 有 趣 的 合 
意 . 令 7 为 向 量 起 与 向 量 让 的 夹 角 . 量 巾 |cos7 表示 总 在 让 的 
方向 上 的 投影 ， 我 们 称 之 为 加 速度 的 切线 分 量 . 类 似 地 ， | 起 |sin 


为 总 在 法 线 上 (更 确切 地 ， 在 由 廊 反 时 针 旋 转 90° 而 得 到 的 法 线 
上 ) 的 投影 ， 这 就 是 加 速度 的 法 线 分 量 { 见 图 4.42). 按 内 积 和 外 积 
的 定义 ， 有 

。 廊 : 让 ,让 x 下 

[RR|cos”y = -区 [RI|sin”y = Ru 


: 443 : 


图 4.42 切线 加 速度 和 法 线 加 速度 


现在 
关 1 a ld,: 
息 息 = 地 (中:- 肌 + 臣 : 入 = 二 十 食 R) 
_1ld2 dy 
TTR "a 
其 中 v= 至 = 本 = V 芒 .让 是 点 的 速率 ， 因 此 ， 


Qt 


忠 leosy = 至 = 让 (41) 


所 以 加 速度 的 切线 分 量 与 速率 对 于 时 间 的 变化 率 是 相同 的 . 
对 于 法 线 加 速度 ， 由 曲率 公式 有 
| 访 |sin”y = «lB? = «v0?, {42) 
即 法 线 加 速度 等 于 速率 的 平方 与 曲率 的 乘积 . 
对 于 沿 着 曲线 以 党 速率 运动 的 质点 ， 切 线 加 速度 为 等 . 因 


此 ， 加 速度 向 量 与 曲线 垂直 ， 更 确切 地 ， 它 指向 曲线 的 “内 ” 侧 ， 

也 就 是 曲线 转向 的 那 一 侧 (例如 这 厅 由 以 下 事实 看 出 ， 即 当 上 > 0 
时 ， 也 就 是 当 切 线 反 时 针 转 时 ， sinY > 0). 所 以 在 沿 着 曲线 以 常 速 
率 运 动 中 ,一 个 点 经 受 着 向 曲线 内 侧 的 加 速度 ， 这 个 加 速度 与 曲率 


成 正比 ， 也 与 速率 的 平方 成 正比 . 这 个 事实 有 明显 的 意义 ， 由 牛顿 
定律 (后面 就 要 讲 到 ) 可 知 要 维持 点 PP 在 此 曲线 上 ， 就 需要 有 一 个 
与 加 速度 成 正比 的 力 . 


4.4 ”在 给 定 力作 用 下 质点 的 运动 


不 仅 是 几何 学 , 而 且 力学 的 概念 正 是 在 同样 程度 上 决定 性 池 刺 
激 了 微 积分 学 的 早期 发 展 . 力学 所 依据 的 某 些 基本 原理 最 初 是 牛顿 
建立 起 来 的 ; 这些 原 理 的 叙述 涉及 到 导数 的 概念 ， 而 它们 的 应 用 需 
要 积分 的 理论 ， 这 里 ， 我 们 不 详细 地 分 析 牛 顿 的 那些 原理 ， 而 是 举 
一 些 箱 单 的 例子 说 明 德 积分 在 力学 中 如 何 应 用 . 


a. 牛顿 运动 定律 


我 们 只 限于 考虑 单个 的 质点 ， 即 考虑 这 样 的 点 ， 质 量 m 被 想 
像 为 集中 在 这 一 点 . 我 们 进一步 假定 运动 在 z,y 平 尚 上 进行 . 在 这 
平面 上 ， 质 点 在 时 刻 上 的 位 置 由 它 的 坐标 z = z 人 ,7 = H(t) 确定 ， 
或 等 价 地 由 它 的 位 置 向 量 及 = R(t) = (z(t),y(t)) 确定 ， 一 个 量 的 
上 方 加 一 点 表示 对 时 间 t 的 导数 ， 那 么 ， 质 点 的 速度 和 加 速度 
表示 为 向 量 

起 = (从 ， 关 = (二 分. 
在 力学 中 , 我 们 把 点 的 运动 和 作用 在 该 点 上 的 有 确定 方向 和 大 小 的 
力 的 概念 联系 了 起 来 ， 力 同样 以 向 量 F(p,o) 描述 ， 作 用 在 同一 个 
质点 上 的 几 个 力 所 , 瑟 ,… 的 效果 和 一 个 单个 的 力 已 ， 即 全 4 的 
效果 一 样 ， 合 力 不 过 是 个 别 的 力 的 向 量 和 下 = Fi + Fs 十: 

牛顿 的 基本 定律 是 这 样 叙 述 的 : 质量 m 素 以 加 速度 等 于 作用 
在 这 原点 上 的 力 . 用 符号 表示 加 


mR =F. (43) 


如 果 我 们 使 用 向 量 的 分 量 写 出 表达 这 个 基本 定律 的 向 量 方程 , 我 们 
就 得 到 等 价 的 一 对 方程 ， 


mi=p, mj=o. (44) 


因为 加 速度 和 力 仅 差 一 个 正 因子 m， 所 以 加 速度 的 方向 和 力 
的 方向 相同 ,如 果 没有 任何 力 的 作用 ， 即 F = 0 ， 那 么 加 速度 为 
零 ， 速 度 为 常数 ， 因 而 x 和 y 变 为 t 的 线性 函数 ”这 就 是 牛顿 的 第 
一 定律 如 果 质 点 没有 受到 任何 力 的 作用 ， 它 就 沿 着 直线 以 常 速度 
运动 . 

牛顿 的 定律 m 了 及 = 下 起 初 不 过 是 力 的 概念 的 定量 定义 .这 个 
关系 式 的 左边 可 以 由 对 运动 的 观察 结果 来 确定 ， 然 后 由 此 关系 得 到 
力 . 

然而 ， 牛 顿 定律 有 更 深刻 的 意义 ， 这 是 由 于 在 很 多 情况 下 ， 在 
对 相应 的 运动 没有 任何 了 解 时 ,我 们 可 以 根据 其 他 的 物理 考虑 确定 
作用 力 . 这 时 ,这 个 基本 定律 就 不 再 是 力 的 定义 ， 而 是 一 种 关系 ， 
一 种 我 们 能 够 期 望 由 它 确定 运动 的 关系 , 使 用 牛顿 定律 的 这 个 决定 
性 的 变化 在 大 量 例 子 中 ， 颇 起 作用 ， 在 这 些 例子 中 ， 物 理 考虑 使 我 
们 可 以 把 力 下 或 它 的 分 量 p,o 以 明显 的 方式 表示 为 质点 的 位 置 ， 
速度 和 时 间 t 的 函数 ， 这 时 ， 这 个 运动 定律 不 是 同 义 语 的 反复 ， 而 
给 出 了 用 zz 和 表示 mi my 的 两 个 方程 ， 即 所 谓 的 运动 广 
程 . 这 些 方程 是 微分 方程 ， 即 未 知 商 数 及 其 导数 的 关系 式 . 求解 这 
些微 分 方程 也 就 是 求 出 所 有 满足 运动 方程 的 各 对 函数 z(t), y(t) ， 
而 得 到 质点 在 指定 的 力作 用 下 的 全 部 可 能 的 运动 . 


b. 落体 运动 


已 知 力 的 最 简单 的 例子 是 作用 在 接近 地 球 表面 的 质点 上 的 重 
力 . 由 直接 观察 知道 (不 考虑 空气 阻力 的 影响 ) 每 一 个 落体 都 有 一 
个 加 速度 ,这 个 加 速度 垂直 向 下 ， 并 且 对 所 有 的 物体 都 有 同样 的 大 
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小 g. 用 等 秒 每 秒 英尺 做 为 测量 单位 ， 9 的 近似 值 为 32.16 了， 如 
果 我 们 选择 z,y 坐标 系 ， 使 y 轴 垂 直 向 上 ， 而 > 轴 是 水 了 的 ， 那 
么 加 速度 蕊 = ( 却 切 的 分 量 为 


=D0,Y= —yg. 


这 时 ， 根 据 牛 顿 基 本 定律 ， 表 示 作 用 在 质量 为 m 的 质点 上 的 重力 
的 向 量 F 必定 是 
F = (0, 一 "ng). 


这 个 力 向 量 的 方向 同样 是 垂直 向 下 的 ， 它 的 大 小 ， 是 接近 地 球 表 面 
物体 的 重量 mg. 
当 我 们 消 掉 因子 m 时 ， 在 重力 作用 下 质点 运动 方程 为 


羡 一 0， 六 一 一 9 


从 这 些 方程 , 我 们 可 以 容易 地 得 到 落体 可 能 有 的 最 一 般 运 动 的 
措 述 . 对 于 积分 就 有 


t=a, Y= -gt+b, 
其 中 a 和 :为 常数 ， 再 一 次 积分 可 得 
=at+t+e, y = 一 立 92 十 大 十 出 


其 中 c 和 d 是 常数 . 因此 落体 的 运动 方程 的 一 般 解 依赖 四 个 不 定常 
数 a,b,c,d. 我 们 可 以 直接 地 把 单个 运动 的 这 些 常 数值 与 该 运动 的 
初始 条 件 联系 起 来 . 如 果 质 点 在 初始 时 刻 t= 0 时 位 于 点 (zo,go)， 
那么 令 上 = 0 ， 我 们 就 有 


c= Wo, d= Yo. 


9 精确 从 {除了 万 有 引力 外 ， 这 个 值 中 还 包括 地 球 旋 转 的 影响 ) 与 在 地 球 上 的 
位 置 有 关 - 
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速度 站 = (z, 切 = (c, 一 开 二 共 对 于 上 = 0 就 成 为 (o, 中 . 因此 ，(e, 加 
和 (a,b) 分别 表 示 质 点 的 初始 位 置 和 初始 速度 ， 任 意 选 定 一 组 初始 
条 件 都 唯一 地 得 到 一 个 运动 . 

在 a 去 0 时 ， 即 在 初始 速度 不 是 垂直 的 情况 下 ,我 们 可 以 消去 
t ， 而 得 到 质点 轨道 的 非 参 数 表示 式 . 由 第 一 个 方程 解 出 上 来 ， 然 
后 代入 第 二 个 方程 ， 就 有 

y= -rs — co)*+ (zo)+d 

因此 该 路 线 是 抛物 线 ， 当 上 = 0 时， 我 们 有 z = c= 常数 ， 整 个 的 
运动 沿 着 一 条 铅 直 的 直线 进行 , 


c, 约束 在 给 定 曲线 上 的 质点 的 运动 


在 大 多 数 力 学 问题 中 , 作用 在 质点 上 的 力 依赖 于 质点 的 位 置 和 
速度 . 通常， 运动 方 程 太 复杂 ， 以 致使 我 们 不 能 确定 全 部 可 能 有 的 
运动 . 如 果 我 们 可 以 认为 质点 描绘 的 曲线 C 是 已 知 的 ,那么 问题 就 
大 大 地 简化 了 ， 只 须 确 定 质 点 沿 该 曲线 的 运动 . 在 一 大 类 力学 问题 
中 ， 质 点 是 通过 某 种 机 械 装置 约束 在 一 给 定 的 曲线 C 上 运动 的 . 
平面 摆 是 一 个 最 简单 的 例子 ， 把 质量 m 用 长 为 工 的 不 可 伸缩 的 线 
与 点 钙 连 起 来 就 是 平面 授 , 它 在 重力 影响 下 ， 在 半径 为 工 中 心 为 
也 的 贺 周 上 运动 . 

沿 曲 线 C ， 我 们 使 用 弧 长 a 作为 参数 . 这 时 ， 曲 线 由 x = 
z(sj,y 二 y(s) 给 出 。 那么 求 质点 沿 C 的 运动 相当 于 求 * ， 它 作为 
上 的 隆 数 .下 面 给 出 质点 沿 该 曲线 的 运动 方程 . 

我 们 把 牛顿 公式 m 臣 = 了 的 两 边 与 一 个 向 量 《 作 内 积 ， 


mR.€=F.t. 


如 果 取 的 长 为 1 ， 取 # 的 方向 为 C 的 指向 。 增 加 的 切线 方向 
即 上 = 7 ， 那 么 在 方程 了 .E = 了 中 我 们 有 力 的 切线 分 量 ， 或 
作用 在 运 动 方向 上 的 力 . 按 第 444 页 等 式 (41) ， 加 速度 的 切线 分 


最 起 .正好 是 22 = 二， 即 质点 沿 曲 线 的 加 速度 ， 这 时 ， 和 牛顿 
定律 就 变 为 公式 “ 

ms = 六 (45) 

即 质点 的 质量 科 以 质点 泊 它 的 路 线 的 吉 束 度 等 于 小 汉 动 的 方向 

作用 在 质点 上 的 力 . 

把 这 个 方程 应 用 到 约束 在 沿 曲线 C 上 运动 的 质点 ， 我 们 假定 

7 不 包含 任何 约束 力 0， 那么 ， 对 于 力 了 = (p,o) ， 由 第 446 页 
(44) 式 ， 我 们 有 

f=p to as (46) 


因为 向 量 有 分 3 型 ( 见 第 442 页 ) ， 对 已 知 的 曲线 C 切线 


的 方向 余弦 经 和 2 可 认为 是 。 的 已 知 画 数 如 果 力 了 (po) 
同样 只 依赖 了 质点 的 位 置 ， 则 /也 是 。 的 已 知 函 数 ， 那么 ， 质 点 党 
C 的 运动 就 由 比较 简单 的 微分 方程 mi = f(s) 决定 了 . 
特别 ， 对 于 重力 了 = (0, -mg) ， 我 们 有 
f= -mg 型 ; (46a) 
因此 约束 在 曲线 C 上 运动 的 质点 在 重力 影响 下 的 运动 方程 变 为 


3 = -9 型 . (47) 


如 果 a 表示 曲线 的 倾角 ， 我 们 就 有 9 = sina( 见 图 4.43) ， 运 动 
方程 变 为 
d2s 


2 一 一 了 sin ox. 


1) 实际 上 约 东 的 机 构 必 须 给 出 一 个 力 ， 这 个 力 把 质点 维持 在 C 上 {在 单 探 的 情况 
下 ) ， 这 个 力 就 由 绳子 的 张力 给 出 )， 我 们 假定 这 个 “反作用 ” 力 与 由 线 垂直 ， 因 此 没有 
切线 分 量 ， 当 质点 无 摩 扎 地 沿 一 条 曲线 痢 动 时 就 是 这 样 . 
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图 4.43 ”在 重力 下 给 定 曲线 上 的 运动 图 4.44 单 摆 


对 于 约束 在 中 心 在 原点 ， 工 为 半径 的 圆周 上 绕 原 点 运动 的 质点 ( 单 


舞 ) ， 我 们 有 


T=Lsing, y= —Lcos0), 


其 中 9 = 二 为 从 向 下 的 方向 开始 计算 的 极 角 . 这 里 ( 见 图 4.44)a = 


9, 因此 


或 


4.5 


受到 空气 阻力 的 自由 落体 运动 


我 们 从 质点 沿 着 直线 运动 的 两 个 例子 开始 , 并 只 考虑 作用 在 这 
条 直线 的 方向 上 的 外 力 ， 因 而 不 需要 任何 约束 机 构 . 
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自由 向 下 的 著 体 的 路 线 可 用 参数 方程 > = 常数 ， 2 = s 来 描 
述 .如果 作用 力 仅 有 重力 ， 我 们 就 有 运动 方程 


m8 = 一 T29， 


如 果 质 点 在 时 刻 上 = 0 ， 从 高 度 yo = so ， 以 初速 度 vo 落下 (向 上 
为 正 值 ) ， 那 么 用 积分 法 我 们 得 到 


1 
3 一 -F960 十 buot 十 50， 


如 果 我 们 把 作用 在 质点 上 的 摩 氛 力 ， 即 空气 阻力 的 影响 也 
考虑 在 内 ， 那 么 我 们 必须 把 这 个 力 看 成 是 和 运动 方向 相反 的 力 ， 并 
且 对 于 这 个 力 ， 我 们 必须 作出 一 定 的 物理 假设 了 ， 我 们 将 给 出 不 
同 的 物理 假设 (a) 阻力 和 速度 成 正比 , 由 一 7 的 形式 给 定 ， 其 中 
7 为 正常 数 ; (b) 阻力 和 速度 的 平方 成 正比 ， 对 于 正 的 有 一 7 全 
的 形式 ， 对 于 负 的 有 r 的 形式 ， 按 牛顿 定律 ， 我 们 有 运动 方程 


ms = —my— rg, (a) 


mi = —mg + rs, (b) 


在 (b) 中 我 们 假定 了 物体 正在 下 落 (3 < 0). 令 3 = v(t) ， 我 们 首先 
求 画 数 v(t) ， 那 么 就 有 


my = 一 978 一 7， (a) 


mi = 一 mg 十 ro2， (b) 
我 们 把 t 确定 为 v 的 函数 而 不 按 这 些 方程 把 确定 为 的 函 
数 ， 那 么 我 们 的 微分 方程 就 可 以 改写 为 


di 1 
do gl+k2v)’ (a) 


1) 这些 假 设 的 选择 必须 适合 于 所 考虑 的 特殊 的 物理 系统 ， 例 如 ， 阻力 定律 对 于 低速 
附和 高 速度 (如 子弹 速度 } 是 不 一 样 的 - 
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dt 1 
Cr tb) 


外 一 3 和 太 
其 中 亏 F = 使 用 第 三 章 给 出 的 方法 ， 我 们 可 以 直接 积分 而 得 
到 


t= log(1 + k2v) + to, (a) 
1 1— Rv 
+= 2 To og Tih 十 to. (b) 
从 这 些 方程 解 出 v， 我 们 有 
v= (a) 
1 1 一 e—29k(t—to) 
"TE 1+e to) 
1 
= — tanh [gk(t ~— to)]. {b)} 


这 些 方程 立即 显示 出 运动 的 一 个 重要 性 质 . 速度 并 不 是 随时 间 
无 限 增 大 ， 而 是 趋 于 一 个 确定 的 依赖 于 质量 mm 和 常数 r( 它 又 依赖 
于 落体 的 形状 和 空气 密度 ) 的 极限 ， 因 为 


im" = -= r 人 
1 mg 
Yr 0) 


对 于 极限 速度 ， 靡 擦 阻 力 与 重力 引力 刚好 平衡 .使 用 第 三 章 的 方法 
把 v(t) = 的 式 子 再 次 积分 ， 我 们 有 (可 用 微分 法 证 实 ) 


3 一 一 十 (一 0) rl) te (9) 


s(t) = ——— 2 loglcosh gk(t —to)]+e, {b) 


其 中 c 是 积分 常数 . 如 是 质点 在 天 为 和 而 高 c 的 时 刻 . 如 
果 把 任意 时 刻 ti 看 成 初始 条 件 ， 我 们 也 很 容易 把 常数 如 与 与 时 
刻 的 速度 和 位 置 联系 起 来 , 
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4.6 ”最 简单 的 一 类 弹性 振动 一 一 弹簧 的 运动 


在 第 二 个 例子 中 ， 我 们 考虑 一 质点 沿 z 轴 被 弹性 力 拉 向 原点 
的 运动 ， 它 有 更 大 的 意义 ， 我 们 假定 弹性 力 总 是 指向 原点 的 .弹性 
力 的 大 小 和 质点 到 原点 的 距离 成 正比 . 换 名 话说， 我们 假设 这 个 力 
等 于 -kx ， 其 中 系数 天 为 弹性 连接 强度 的 一 个 量度 .因为 假定 天 
为 正 值 ， 所 以 当 x 为 正 时 ， 力 是 负 的 ; 而 x 为 负 时 ， 力 是 正 的 . 牛 
顿 定律 告诉 我 们 
mz = —kz. (48) 
这 个 微分 方程 本 身 不 能 完全 地 决定 这 个 运动 ， 而 对 于 给 定 的 一 朋 
间 , 壁 如 说 t= 0， 我 们 可 以 任意 指定 初始 位 置 (0) = zo 和 初始 速 
度 (0) = vo ; 用 物理 的 语言 就 是 ， 我 们 可 使 质点 从 任意 的 位 置 ， 
以 任意 的 速度 出 发 ， 而 后 运动 由 微分 方程 决定 ， 在 数学 上 ， 这 可 由 
如 下 事实 表达 ， 即 微分 方程 的 一 般 解 包含 两 个 不 定 的 积分 常数 ， 它 
们 的 值 我 们 可 用 初始 条 件 得 到 ， 我 们 将 马上 证 明 这 个 事实 . 


我 们 能 够 容易 而 直接 地 表示 出 这 个 解 ， 如 果 我 们 令 = / 
那么 微分 方程 变 为 所 了 = -2z. 对 自 变量 作 替 换 7 = ot 就 得 到 


第 三 章 第 351 页 讨论 过 的 方程 全 = ~z. 因此 所 有 的 函数 


2 人 t) = cl coswt + co sinwt 
满足 微分 方程 ， 这 也 可 以 由 微分 法 证 实 (其 中 cl 和 ca 表示 任意 选 
择 的 常数 )， 在 第 三 章 第 352 页 ， 已 经 看 到 我 们 的 微分 方程 没有 任 
何其 他 的 解 , 因此 每 一 个 在 弹性 力 影响 下 的 这 样 的 运动 可 由 上 式 给 
出 ， 上 式 也 可 以 容易 地 表示 为 


z(t) = asinwlt — 0) = —asinwé coswt + gcoswd sinwt; 


只 须 令 -asinu6 = ellacoswf6 = c2. 这 就 引入 了 新 的 常数 a 和 5 代 
替 cx 和 cz. 这 种 形式 的 运动 叫做 正弦 的 或 简 谐 的 运动 . 它们 是 
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周期 运动 ; 任何 一 个 状态 (即位 置 xb) 和 速度 ab) 在 时 间 卫 = 2 
之 后 重复 出 现 ， 工 叫做 属 其 ， 因 为 函数 sinwt 和 cos wt 有 周期 工 . 


数 = 叫做 振动 的 最 大 位 移 或 振幅 . 数 元 = 2- 叫做 振动 的 频率 
, 它 度量 了 每 单位 时 间 振 动 的 次 数 ， 在 第 八 章 我 们 将 再 来 讲 振动 理 
论 


“4.7 ”在 给 定 曲 线 上 的 运动 


a. 微分 方程 和 它 的 解 


现在 我 们 再 回 到 党 给 定 的 曲线 , 在 任意 预先 指定 的 力 my7(a) 作 
用 之 下 运动 问题 的 一 般 形式 ， 我 们 将 根据 微分 方程 (第 449 页 方程 
(45)) 

3= f(s) 

来 确定 + 的 孙 数 s(t) ， 其 中 f(s) 为 给 定 的 函数 2. 这 个 关于 。 的 
微分 方程 可 用 下 面 的 办 法 完全 解 出 

我 们 考虑 f(s) 的 任意 一 个 原 函 教 F(s) ， 因 此 Pr(s) = fs) 
把 方程 ; = f(s) = F'(s) 两 边 乘 以 这 样 我 们 可 以 把 左边 记 为 
及} ， 因 为 我 们 微分 部 就 可 以 立即 看 出 这 一 点 ， 如 在 FP(s) 中 
把 。 看 作 # 的 函数 ， 由 锁链 微分 法 划 ， 右 边 的 PA(s)# 为 P(s) 对 + 
的 导数 ， 因 之 ， 我 们 应 得 


ra ae 


对 上 式 积 分 得 到 
于 全 = F(s)+e, 


其 中 < 表示 一 个 待定 常数 . 现在 , 我 们 得 到 一 个 只 包含 函数 s(t) 和 
它 的 一 阶 导数 的 方程 (在 后 面 , 我 们 将 把 这 个 方程 解释 为 在 运动 过 


1) 最 初 沿 曲 线 的 运动 方程 是 m3 二 f(s), 但 是 我 们 总 可 以 把 f(s) 写成 mrf(s) 的 
形式 ， 从 而 得 到 这 里 所 用 的 该 方程 的 较 简 单 的 形式 . 
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程 中 的 能 量 守恒 ). 我 们 把 方程 写成 他 = V3[Es) 十 d 的 形式 
我 们 看 到 由 此 并 不 能 立即 用 积分 法 直接 求 出 + 的 函数 。. 但 是 如 果 
我 们 先 满足 于 求 反 函 数 Ka) ， 即 由 质点 到 达 确 定 的 位 置 。 所 需 的 
时 间 ， 那 么 我 们 就 得 到 问题 的 解 ， 对 于 t(s), 我 们 有 方程 

dt 1 


ds VaEcl+d 


因此 ， 函 数 t(s) 的 导数 是 已 知 的 ， 我 们 有 


ds 
/yma 


其 中 ci 为 另 一 个 积分 常数 ， 只 要 我 们 将 最 后 的 积分 积 出 来 ， 我 们 
就 解决 了 问题 ， 因 为 虽然 我 们 尚未 把 。 确定 为 上 的 函数 ， 但 是 我 们 
已 经 反 过 来 求 出 了 时 间 t 为 位 置 。 的 函数 .仍然 有 两 个 积分 常数 可 
利用 ， 这 一 事实 可 以 使 这 个 一 般 解 适合 特定 的 初始 条 件 . 

如 果 我 们 令 z 为 。， 那 么 前 面 的 弹性 振动 例子 可 以 说 明 这 个 
一 般 的 讨论 这 时 7(s) = -2s ， 相 应 地 F(s) = -二 wz2s2, 因此 ， 


我 们 有 
dt 1 


ds Vic 
而 且 
:= / ss 十 
V2e 一 383 1 
引入 ws/V3c 作为 新 变量 ， 能 够 很 容易 地 求 出 这 个 积分 ， 这 样 我 们 
有 


1 ,5 
t= —arc sin 十 el， 
7 


V2ec 
或 给 出 反 廿 数 
V2c 


DD sin w(t — cy). 


这 样 我 们 正好 得 出 和 前 面 一 样 的 解 公式 . 


号 二 
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从 这 个 例子 , 也 可 以 看 到 积分 常数 的 意义 是 什么 以 及 如 何 去 确 
定 它们 . 例如 ， 如 果 我 们 要 求 在 时 刻 t= 0 ， 质 点 将 在 点 s = 由 而 
且 在 该 瞬时 有 速度 (0) = 1 ， 那 么 我 们 得 到 两 个 方程 


0 一 


2c ， 
sinwcl, 1 = V2cc¢oswcl, 
w 


由 此 我 们 得 到 常数 值 et = 0,c = 二 当 任 意 指定 了 初始 位 置 so 和 
初速 度 io( 在 时 刻 t= 0) 的 时 候 ， 可 以 使 用 完全 一 样 的 方法 确定 积 
分 常数 c 和 和 al. 


b. 沿 一 曲线 下 滑 的 质点 


使 用 刚才 令 述 过 的 方法 , 很 容易 处 理 在 重力 作用 下 质点 从 没有 
摩擦 的 曲线 上 滑 下 来 的 情况 . 在 第 449 页 上 我 们 已 经 得 到 了 相应 于 
这 种 情况 的 运动 方程 ; 


9 


其 中 点 表示 对 时 间 t 微 商 . 方程 的 右边 是 s 的 已 知 函 数 ， 因 为 曲线 
是 已 知 的 ， 因此， 我 们 把 > 和 g 看 作 s 的 已 知 函 数 . 1 

和 上 一 节 一 样 , 我们 把 方程 两 边 乘 以 # 左边 变 为 了 六 对 的 
导数 , 如 果 在 画 数 y(s) 中 , 我 们 把 s 看 成 1 的 函数 ， 那 么 方程 右边 
为 -9y 对 上 的 导数 . 因此 ， 求 积分 ， 我 们 有 


1 82 一 十 6 
2 一 gy 和 


其 中 ec 为 积分 常数 ， 为 给 出 这 个 常数 的 解释 ， 我 们 假定 在 时 刻 t = 
0 ， 质 点 是 在 曲线 的 坐标 为 zo 和 go 的 点 上 ， 并 且 假 定 在 这 个 改 
时 质点 的 速度 为 0 ， 即 3(0) = 0. 那么 ， 令 t = 0 我 们 立即 得 到 
一 gyo +e= 0, 所 以 


1 
吝 癌 三 以 加 一 钾 ， 


因为 这 不 能 为 负 ， 所 以 我 们 看 到 质点 的 高 度 y 不 能 超过 加 值 ， 只 
在 速度 为 0 时 ， 9 = yo. 质点 越 低 ， 速 度 越 大 .现在 我 们 不 把 * 看 
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成 上 的 函数 而 考虑 反 函 数 t(3) ， 对 此 我 们 立即 有 
业 1 
ds V2g( 加 一 芒 
它 等 价 于 


t 一 ci 十 / _ ) 
V29(yo — ¥) 

其 中 cl 为 新 的 积分 常数 .平方 根 的 符号 与 的 符号 一 样 ， 我 们 注 
意 到 如 果 质 点 沿 着 除 端点 之 外 处 处 比 如 更 低 的 弧 运 动 ， 那 么 符号 
不 能 改变 .因为 仅 当 s = 0 亦 即 y 一 yo = 0 时 才能 改变 3 的 符号 . 
因此 质点 只 能 在 曲线 最 大 高 度 的 点 上 “ 折 回 ". 代替 弧 长 * ， 人 项 线 
可 以 用 任意 的 9 作 参 数 ， 即 z = $8(9),y = w(9). 引入 8 作为 自 变 
量 ,我 们 有 


x 十 2 


ds dg 
t=c + / 号 -元 一 一 -=。 :|/ 0 
! dm 29( 加 一切 


其 中 ， 函 数 x 二 交 (0),y 二 (6) 和 y= (9) 为 已 知 的 ， 为 确定 积 
分 常数 c, ,我 们 注意 对 于 t= 0 ,参数 86 有 值 8o. 这 就 立即 给 了 我 
们 形 如 下 式 的 解 : 


f+ 
t= 二 人 2 (49) 


我 们 看 到 这 个 方程 表示 质点 从 参数 值 9 到 参数 值 9 移动 所 经 历 
的 时 间 ， 这 个 着 数 & 68) 的 反 函 数 8(t) 使 我 们 能 够 完全 地 描述 这 
个 运动 ， 因 为 在 每 一 个 瞬间 t ， 我 们 可 以 确定 质点 经 过 的 点 + = 
$IOE)], y = WE)]. 
c, 运动 的 讨论 

从 刚才 求 得 的 方程 ， 即 使 积分 的 结果 没有 明显 的 表达 式 ， 我 们 


仍然 可 以 用 简单 直观 的 论证 推断 运动 的 一 般 性 质 . 我 们 假定 曲线 是 
图 4.45 所 示 由 向 下 凸 的 弧 组 成 的 ， 我 们 取 从 左 到 右 为 s 增加 的 方 
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向 ， 如 果 质 点 从 对 应 于 9 = 9 ， 坐 标 为 zo = (00),go = 由 ( 印 ) 的 
点 4 开始 落下 ， 那 么 速度 是 增加 的 ， 因 为 加 速度 是 正 值 ， 质点 
由 4 运动 到 最 低 点 速度 一 直 是 增加 的 ， 但 是 经 过 最 低 点 之 后 ， 加 
速度 变 为 负 的 ， 因 为 运动 方程 的 右边 -9 -了 是 负 的 ， 所 以 速度 是 
减 小 的 .由 方程 总 = 2g(yo 一 四 ， 我 们 立即 看 到 当 质 点 到 达 和 初始 
位 置 4 有 同样 高 度 的 点 B 时 ， 速 度 的 值 变 为 零 . 因为 加 速度 仍然 
为 负 值 ， 所 以 质点 在 这 个 点 必定 反 向 运动 ， 使 得 质点 再 摆 回 到 原始 
位 置 4. 这 个 动作 将 无 休止 地 重复 进行 下 去 (读者 会 想到 这 里 已 经 
忽略 了 阻力 ). 在 这 个 振动 运动 中 ， 质 点 从 B 返回 到 4 的 时 间 显 然 
必定 和 从 4 到 B 的 时 间 相同 ， 因 为 在 相同 的 高 度 上 ， 我 们 有 相同 
的 | 引 值 ， 如 果 我 们 以 表示 由 4 到 B ， 青 由 B 返回 到 4 的 全 
部 路 程 所 需要 的 时 间 ， 那 么 运动 显然 是 周期 为 了 的 周期 性 运动 . 

如 果 6 和 6 分 别 为 对 应 于 点 4 和 B 的 参数 值 ， 那 么 半 周 期 就 有 


友人 2 二 a 
加 一 


go 
1 | PP /oa00) + wa) 
-项 | 60) — V0) “| 


(50) 


4.46 
如 果 5 是 相 应 于 曲线 最 低 点 的 参数 值 ， 那 么 质点 由 4 下 落 到 最 低 
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点 的 时 间 是 


ZT 十 ta 
yo 


4. 普通 摆 


最 简单 的 例子 是 所 谓 的 单 摆 . 这 里 所 考虑 的 曲线 是 有 固定 半径 
工 的 阿 : 
z= Lsin, y= —Lcost, 


其 中 角 日 从 静止 的 位 置 以 正 指向 度量 . 由 一 般 的 表达 式 (50) ， 使 
用 余弦 的 加 法 定理 我 们 蕊 上 得 到 


rs vs 
hr 


Ve sin 


其 中 go(0 < 如 < 7) 表示 单 摆 振 动 的 振幅 ， 即 质点 从 时 刻 t= 0， 
速度 为 零 开始 下 落 的 角 的 位 置 了 ?， 由 代 换 


单 援 振 动 的 周期 的 公式 变 为 


rs [ ya- Te 旬 )) 


因此 我 们 用 椭圆 积分 ( 见 第 334 页 ) 表示 了 单 摆 振 动 的 周期 . 


1) 这 里 我 们 已 经 假定 在 运动 过 程 中 的 某 -- 时 刻 速度 变 为 替 ， 这 就 排除 了 单 押 翻 节 
头 的 运动 ， 即 6 不 是 疝 期 的 而 是 对 所 有 的 上 单调 地 变化 . 
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如 果 我 们 假定 振动 的 振幅 很 小 , 使 得 我 们 可 以 充分 精确 地 把 平 
方 根 下 的 第 二 个 因子 换 成 1 ， 那 么 就 有 


Lr du 
ff 1— wu 
作为 振动 周期 的 近似 ， 我 们 可 以 使 用 第 295 页 积分 表 中 的 公式 13 
求 最 后 这 个 积分 的 值 ， 得 到 工 的 近似 值 sr/ 了 对 于 这 一 级 的 近 


似 ， 周 期 和 bp 无关， 也 就 是 和 摆 振 动 的 振幅 无 关 . 显然， 精确 的 
周期 是 比较 大 的 ， 并 且 随 6 增加 而 增加 .因为 在 积分 区 间 中 


.»。 矶 .2 如 
121- wsin 3 >1-sin 3 = co 了， 


所 以 我 们 得 到 周期 的 估计 值 


an/ <T< 2r4/ 二 . 
9 cos( 避 ) 9 


对 于 角 b < 10°, 我 们 有 i < sec 5° < 1.004 ， 因 此 周期 由 


2 
sr/ 了 给 出 ， 其 相对 误差 小 于 0.5%. 关于 T 的 椭 回 积分 的 更 好 的 
近似 可 参见 7.6 节 


e. 国 滚 要 


普通 摆 振 动 的 周期 并 不 是 严格 地 和 振动 的 振幅 无 关 的 , 这 一 事 
实 引起 了 惠 更 斯 (Huygens) 在 制造 精确 钟 的 长 期 努力 中 寻求 一 个 
曲线 C ， 对 于 这 个 曲线 ， 振 动 的 周期 与 C 上 振动 质点 开始 运动 的 
位 置 无 关 1, 元 更 斯 发 现 摆 线 是 这 样 的 曲线 . 
为 了 质点 实际 上 能 够 在 摆 线 上 振动 , 摆 线 的 尖 点 必须 指向 重力 
相反 的 方向 ， 即 我 们 必须 把 前 面 (第 371 页 ) 考虑 的 摆 线 绕 > 轴 转 
1) 这 样 的 振动 称 为 等 时 的 - 
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4.46 ”图 渡 摆 描 给 的 路 线 
过 来 (参见 第 372 页 图 4.2) ， 因 此 我 们 把 摆 线 方程 记 为 


= a(0+7+sind), 


y= —a(ll + cos), 
其 中 包括 把 参数 上 改变 为 6 十 "(图 4.46}. 质点 从 高 为 
yo =—a(ll+cosBo) (0<t <7) 


的 点 向 下 运动 到 最 低 点 , 再 向 上 到 高 yo 的 时 间 , 按 第 458 页 式 (50) 


是 
2 5 ee 
-Es 


ET 同 的 替换 ， | 


-3 “人 LE 
工 = 4r/=. 
9 


因此 我 们 有 
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所 以 振动 的 周期 确实 与 振幅 bo 无 关 ， 一 个 用 绳子 约束 质点 使 之 在 
据 线 上 运动 的 简单 方法 将 在 第 478 页 叙述 . 


“4.8 引力 场 中 的 运动 


作为 无 约束 运动 的 一 个 例子 , 我 们 考虑 在 一 个 吸引 物 周 瑟 的 引 
力 场 中 运动 着 的 一 个 质点 . 


a, 牛顿 万 有 引力 定律 


基于 第 谷 : 布 拉 赫 (Tycho Brahe) 精密 的 观察 , 开 普 勒 (Kepler) 
描述 了 行星 的 运动 . 这 就 导致 牛顿 发 现 了 任意 两 个 质点 之 间 万 有 引 
力 的 一 般 定律 . 设 PB = (zo,2) 和 P = (z,y) 是 两 个 质量 分 别 为 mo 
和 m 的 质点 . 令 > = Vlz 一 50J7 十 (y 一 wo 六 是 质点 间 的 距离 , 那么 
西 作 用 在 已 上 的 力 己 有 巨 届 的 方向 , 力 的 大 小 |F| = ymom/r?， 
其 中 + 为 “万 有 引力 常数 "， 因 为 一 和 FP 局 只 差 一 个 正 的 因子 ， 
FP 局 大 小 为 > ， 所 以 我 们 必定 有 

FF Tm PR 加 (Te 一 zj) Temp 二 切 ). 

这 个 引力 定律 涉及 到 质点 ,也 就 是 涉及 到 那些 物体, 它们 可 以 
看 成 集中 到 一 个 点 上 而 忽略 物体 的 实际 形体 (图 4.47). 这 样 假定 的 
有 效 性 对 于 天 体 是 完全 讲 得 通 的 , 因为 它们 相互 的 距离 和 它们 的 直 
径 相 比 较 是 惊人 地 大 的 . 牛顿 大 大 地 扩大 了 这 个 定律 的 应 用 范围. 
他 证 明了 同样 的 引力 定律 也 可 以 描述 具有 相当 大 体积 的 质量 为 mo 
的 物体 作用 在 质量 为 m 的 质点 上 的 引力 ， 只 要 物体 是 一 个 常 密度 
的 球 ， 或 者 更 一 般 地 ， 物 体 是 由 同心 的 常 密度 球 壳 构成 的 ， 在 这 种 
情况 下 ， 物 体 作用 在 位 于 它 外 边 一 个 质点 P 上 的 引力 很 象 物体 整 
个 质量 mo 是 集中 在 它 的 中 心 蕊 时 对 该 质点 的 引力 一 样 (图 4.47). 
可 以 十 分 准确 地 认为 地 球 是 -- 常 密度 的 同心 球 壳 . 因此 地 球 作用 在 
它 表面 上 质量 为 m 的 质点 上 的 引力 指向 地 球 的 中 心 Po( 即 对 观察 
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者 来 说 是 铅 直 向 下 的 ) ， 引 力 的 大 小 为 ymom/R2, 其 中 吾 是 地 球 的 
半径 ， mo 为 地 球 的 质量 ， 这 时 我 们 可 以 令 Ymom/ BR 等 于 mg, 其 
中 5 为 重力 加 速度 ( 见 第 449 页 ). 换 句 话说 , 我 们 有 9 = Yrmo/R?. 


Ymom 
| " " 


a 


~ 


b) 
图 4.47 (a) 两 个 质点 的 牛 巾 引力 ， (b) 地 球 的 重力 引力 
根据 牛顿 基本 定律 ， 对 于 质量 为 m 的 质点 P 在 位 于 成 质量 


为 mo 的 引力 作用 下 的 运动 ， 我 们 得 到 运动 方程 : 


_ ymo(ro—72) ,_ Ymo(yo — 
= 


全 


现在 我 们 进一步 做 简化 假设 ; no 比 起 m 要 大 很 多 ， 以 致 P 作用 
在 上 的 引力 可 以 忽略 不 计 ， 古 可 以 看 成 是 静止 的 例如， 这 
就 类 似 于 太阳 和 行星 或 地 球 和 它 表面 上 的 物体 . 我 们 把 坐标 原点 取 
在 乌 点 ， 那 么 对 三 = (zy) 就 有 运动 方程 


，， Tmor 4 Tmoy 
到 一 一 7 ; = 一 a {51) 
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其 中 + = Vr? + yi. 
b. 绕 引 力 中 心 的 圆周 运动 

我 们 并 不 试图 得 到 这 些微 分 方程 的 最 一 般 的 解 (众所周知 ， 这 
就 是 相应 于 沿 着 圆锥 曲线 形式 的 路 线 的 运动 . 而 这 个 圆锥 曲线 的 一 
个 焦点 位 于 引力 的 中 心 ). 我 们 只 考虑 适合 这 些 方程 的 最 简单 的 运动 
类 型 ,就 是 绕 原 点 的 匀速 圆周 运动 和 沿 着 从 床 点 出 发 的 一 个 半径 的 
运动 . 对 于 卫 沿 着 以 原点 为 中 心 ，a 为 半径 的 圆 的 匀速 图 周 运动 ， 
我 们 有 = a 并 且 


2 一 Q@coswt，1 一 QSsineot， 


其 中 w 是 常数 ， 运 动 的 周期 了 ， 即 在 了 以 后 PP 又 回 到 相同 位 置 
的 时 间 为 了 = 2r/w. 对 于 速度 分 量 我 们 有 


t= —gw8inwt, Y= ow eoswt, 
所 以 PP 在 它 的 轨道 上 的 速率 为 
二 V 认 十 所 = am = 2 (52) 
P 的 加 速度 分 量 是 
= 一 auw2 coswt = ~wr, Y= —aw sinwt = —w2y. 


显然 ， 这 时 它们 是 满足 运动 方程 (51) 的 ， 只 要 


2 vmo 
ww 二 a3 
或 
3_ Ymo Ymo 2 
= 一 了 (53) 


这 正 是 开 兽 勒 第 三 定律 对 于 圆周 运动 的 特殊 情况 ， 按 照 这 个 定 
律 ， 行星 到 太阳 距离 的 立方 与 周期 的 平方 成 正比 . 


我 们 可 以 对 开 普 勒 定律 给 以 某 些 简单 的 例证 ， 例 如， 吸引 的 物 
体 是 地 球 ， 它 的 质量 为 mo ， 半 径 为 R. 注意 到 这 里 Ymo = 9 瑟 ?， 
我 们 就 有 

aa = 人 T2, 


对 于 在 树 项 高 度 绕 地 球 环行 的 卫星 (当然 要 忽略 空气 阻力 } ， 我 们 
有 4= 中 ~ 3963 英里 .根据 公式 ， 对 于 卫星 的 局 期 我 们 有 


T=27] ~ 1.4 小 时 . 


对 于 它 在 轨道 上 的 速度 ， 则 有 


y= 2 = VRG ~ 27,000 莫 尺 / 秒 . (54) 


我 们 可 以 把 绕 地 球 环行 的 卫星 的 周期 了 值 和 月 球 的 周期 27.32 天 

相 比 较 . 月 球 的 周期 就 是 月 球 回 到 它 相对 于 星 群 中 原 有 位 置 的 时 间 

(恒星 月 ). 根据 开 普 勤 定律 ， 月 球 到 地 球 的 距离 a 与 地 球 半径 之 比 

为 它们 周期 之 比 的 5 次 方 ， 我 们 得 到 从 地 球 中 心 到 月 亮 的 距离 的 

值 为 

( 27.32 x 24 )” 
1.4 


民 ~ 60R ~ 240,000 英 里 . 
这 和 实际 距离 的 平均 值 完 全 一 致 


c, 径 向 运动 一 一 逃逸 速度 

我 们 要 考虑 的 第 二 种 类 型 的 运动 是 质点 由 引力 中 心 沿 着 一 条 
射线 ， 辟 如 说 沿 > 轴 的 运动 . 这 里 ， 4y = 0z =”， 因 此 运动 方程 
成 为 
_ Ymo 

z2 

按照 求解 方程 = f(s) 的 一 般 方 法 ， 我 们 把 方程 两 边 乘 以 了 ， 就 
有 


2 二 一 Ymo 一 2 
TT 
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或 


由 此 可 见 
1 Ym i, 
2 I 
在 运动 中 疡 为 常数 .以 后 我 们 将 知道 ， 这 个 事实 是 能 草 守 恒定 律 


的 一 个 特例 . ) 如 果 把 = 代替 上 作为 自 变量 ， 那 么 就 有 


at 1 1 
一 一 一 一 一 圭一 二 一 一 一 = 一 ， 
dz V2h + (2ymo/ zx) 


对 上 式 积分 可 得 


pr 
:oot 人 VT 


借助 于 第 三 章 中 令 述 的 方法 ， 我 们 可 以 容易 地 求 出 这 个 积分 . 对 于 
在 时 刻 如 = 0 ， 在 距离 zo。， 初 速度 为 零 出 发 的 质点 我 们 有 h = 
一 Ymo/zo. 这 样 的 质点 落 在 吸引 的 质点 上 (z = 0) 所 需 的 时 间 为 


f= 广 | 二 工 _ 
o V2ymo(ll/é 一 17zo) 2 Y 2Yymo 
根据 开 普 勒 定律 ， 这 个 时 间 为 中 引力 中 心 zo 的 质点 绕 引 力 中 心 转 
一 图 所 需 时 间 的 /去 倍 ( 见 第 464 页 式 (53)) 
当 我 们 研究 质点 能 够 逃 间 到 无 穷 远 的 情况 时 ， 关 系 式 


1 
一 22 0 一 下 
2 了 


有 一 个 有 趣 的 结果 ， 因 为 二 2 > 0 ， 所 以 对 于 > -* oo 我 们 看 到 
常数 必须 是 非 负 的 ， 因 此 在 整个 运动 期 间 了 2? ymo/z > 0. 
特别 是 质点 在 距离 = = a 处 以 束 度 "出 发 要 逃逸 到 无 穷 远 ， 仅 当 
于 吧 一 ?mo/a > 0 时 才 有 可 能 ， 所 以 ， 使 质点 能 逃逸 到 无 穷 远 的 最 
小 可 能 速度 "的 值 为 "= V577575. 这 就 是 逃逸 速度 we。 对 于 从 
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地 球 表面 出 发 逃 揭 到 无 穷 远 的 质点 ， 即 逃脱 重力 琢 引 的 质点 ， 我 们 
有 4= 忌 ,7mo 二 9R? ， 所 以 


ve 二 V29R ~ 37,000 英 尺 / 秒 . 


因此 (参见 前 页 公式 (54)) 逃 移 速度 怡 好 是 把 卫星 保持 在 接近 地 球 
的 殴 形 轨道 上 所 需 速 度 的 V2 倍 . 如 果 我 们 忽略 空气 阻力 和 地 球 在 
它 的 轨道 上 的 运动 , 那么 流星 从 无 穷 远 落 到 地 球 上 撞击 时 的 速度 也 
是 也 ， 


4.9 ” 功 和 能 


a. 力 在 运动 中 所 作 的 功 


功 的 概念 使 得 前 一 节 的 讨论 以 及 力学 和 物理 学 中 的 许多 其 他 
问题 更 加 清楚 了 . 

我 们 仍然 设 质 点 在 没 着 曲线 的 作用 力 的 影响 下 在 曲线 上 运动 . 
我 们 假定 由 初始 点 开始 度量 的 曲线 的 弧 长 s 来 确定 质点 的 位 置 . 这 
时 作用 在 运动 方向 上 的 力 本 身 通常 也 是 s 的 函数 . 在 力 的 方向 与 s 
值 雯 加 的 方向 一 致 时 ， 这 函数 的 值 是 正 的 ; 在 力 的 方向 和 = 值 增加 
的 方向 相反 时 ， 函 数 的 值 是 负 的 . 

如 果 沿 路 径 力 的 大 小 是 常数 , 那么 我 们 用 力 与 经 过 的 距离 (s1 ~ 
s0) 的 乘积 来 表示 力 所 做 的 功 ， 51 表示 运动 的 终点 ， s 表示 起 
点 .如 果 力 不 是 常数 ， 我 们 就 使 用 极限 的 方法 来 定义 功 . 我 们 把 so 
到 si 的 区 间 分 成 ”个 相等 或 不 等 的 子 区 间 . 如 果 这 些 子 区 间 很 
小 ， 那 么 每 一 个 子 区 间 上 的 力 接近 常数 ;如 果 cv 是 第 ”个子 区 间 
中 任 取 的 一 点 ， 那 么 在 这 一 整个 子 区 间 内 ， 力 近似 地 为 f{owv). 如 
果 在 整个 第 ” 个 子 区 间 上 的 力 刚 好 为 f(ou) ， 那 么 力 所 作 的 功 为 


他 


》 flov)As,, 


v=1 
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其 中 Asv 照例 表示 第 ” 个 子 区 间 的 长 ， 如 果 我 们 取 极 限 ， 即 设 ” 
无 最 增加 ， 同 时 最 大 子 区 间 的 长 度 趋 于 零 ， 那 么 根据 积分 的 定义 我 
们 的 和 趋 于 


W = [5 f(s)ds. 


我 们 自然 地 把 它 称 为 力 所 作 的 功 (work). 

如 果 力 的 方向 和 运动 的 方向 相同 ， 那 么 力 所 作 的 功 是 正 的 ; 我 
们 就 说 力作 了 功 . 另 一 方面 ， 力 的 方向 和 运动 的 方向 相反 ， 力 所 作 
的 功 是 负 的 ， 我 们 就 说 反抗 力作 了 功 ”…. 

如 果 我 们 把 位 置 的 坐标 s 看 成 时 间 硅 的 函数 ， 因 此 力 f(s) =p 
也 是 上 的 函数 ， 那 么 在 直角 坐标 s 和 p 的 平面 上 ， 我 们 就 可 以 把 
坐标 为 s = s(), p = p(t) 的 点 画 出 来 ， 这 种 点 所 描绘 的 曲线 ， 叫 
做 运动 的 功 图 . 如果 我 们 研究 在 任何 机 器 中 的 周期 运动 ， 那 么 在 
一 定时 间 T( 一 个 周期 ) 之 后 ， 运 动 着 的 点 (s(t),p(#)) 必定 回 到 原来 
的 点 ， 即 功 图 将 是 阅 曲 线 . 在 这 种 情况 下， 曲线 可 能 仅仅 由 同一 个 
弧 组 成 ， 开 始 向 前 进行 ， 后 来 向 后 进行 . 例如， 发 生 在 弹性 振动 中 
的 情况 就 是 这 样 . 但 是 曲线 也 可 能 基 包 图 一 个 面积 的 更 一 般 的 闭 曲 
线 ; 例如 ， 机 器 的 活塞 在 前 进 的 冲程 中 受到 的 压力 和 后 退 的 冲程 中 
所 受 的 压力 是 不 一 样 的 ， 那么， 在 一 个 循环 中 ， 即 在 时 间 了 内 所 作 
的 功 就 由 功 图 的 负面 积 给 出 ， 换 句 话说 由 积分 


可 + 了 ds 
p(t)—-dt 
/0 


给 出 ， 其 中 从 to 到 tw 十 工 的 时 间 区 间 表 示 运 动 的 一 个 周期 ， 如 果 
沿 正方 向 经 过 面积 的 边界 ， 那 么 作 的 功 是 负 的 . 反之 ， 作 的 功 是 正 
的 . 如 果 曲 线 是 由 几 个 回路 组 成 的 , 经 过 的 方向 有 些 是 正 的 , 有 些 是 


负 的 ,那么 所 作 的 功 就 由 每 一 个 有 符号 变化 的 回路 面积 之 和 给 出 . 

1) 这 里 要 注意 ， 我 们 必须 谱 司 地 描写 我 们 所 说 的 力 ， 例 如 ， 在 举重 物 的 过 程 中 ， 由 
重力 所 作 的 功 是 负 的 ， 换 句 话说 就 是 反抗 重力 作 了 功 ， 然 而 从 作 上 举动 作 的 人 的 角度 春 
来 所 作 的 功 是 正 的 ， 因 为 人 的 作用 力 必须 和 重力 相反 ， 
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实际 上 ， 这 些 考虑 可 用 老式 的 蒸汽 机 的 示 功 图 为 例 来 说 明 . 
适当 地 设计 一 个 机 械 的 装置 使 得 铅笔 能 够 在 一 张 纸 上 移动 . 铅笔 相 
对 于 纸 的 水 平 运动 与 从 活塞 的 极端 位 署 到 活塞 的 距离 s 成 正比 , 而 
锁 直 地 运动 与 燕 汽 压 力 成 正比 , 因而 与 蒸汽 对 于 活塞 的 全 部 作用 力 
p 成 正比 ;所 以 活塞 在 已 知 的 标 度 下 描绘 了 燕 汽 机 的 功 图 测量 这 
个 图 形 的 面积 {通常 用 面积 计 ) ,就 得 到 燕 汽 对 于 活塞 所 作 的 功 . 这 
里 , 我 们 还 看 到 在 第 410 页 叙述 的 面积 有 符号 的 规定 确实 有 实际 的 
意义 ， 当 燕 汽机 轻快 地 转动 时 ， 常 常 发 生 这 样 的 情况 ,在 冲程 的 末 
端 高 度 膨胀 的 蒸汽 的 压力 比 返 回 神 程 所 需要 放出 燕 汽 的 压力 小 . 在 
图 上 ， 这 个 压力 以 正 向 通过 的 回路 表示 ， 这 时 ， 攻 汽 机 是 从 飞轮 吸 
取 能 量 而 不 是 供给 能 量 ， 


b. 功 和 动能 ， 能 量 守恒 
运动 定律 
ms=f 
可 以 导出 质点 沿 曲 线 运动 时 速度 的 变化 和 运动 方向 上 的 力 了 所 作 
功 之 间 的 基本 关系 . 我 们 使 用 前 面 例子 中 已 经 用 过 几 次 的 办 法 ， 把 
运动 方程 两 边 乘 以 #: 
mas = f(s)3, 
... d/l1 ， d/l . 
现在 m38 = (Fm) = 到 (二 mo?)， 其 中 v(t) = 3 为 质点 的 
速度 .将 方程 的 两 边 同 时 对 tt 从 w 到 如 积分， 我们 有 


1 » 1 2 _ th ds 
Fm (t1) 一 FmY = 人 fa) 


= / pla)ds = W. 


时 me 做 质点 的 动能， 因此， 质点 在 运 动 中 其 到 能 的 长 
变 等 于 作用 夺 质 点 的 力 汉 动 太 向 上 所 作 的 功 
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量 了 表示 作用 在 运动 方向 上 的 力 或 力 的 切线 分 量 . 对 于 力 F = 
(p,0) ， 在 运动 方向 上 的 力 是 


aR. 
f=P. =p 十 0 


如 果 p 和 og 是 zs 和 的 已 知 函 数 ， 又 已 知 质点 沿 着 曲线 x = 
zf(sj3 二 y(3) 运动 ， 那 么 了 也 就 成 为 s 的 已 知 函 数 ， 因 此 ， 为 
计算 当 质 点 从 一 个 位 置 (20,go) 移 到 男 一 个 位 置 (ec 的 ) 时 的 功 


w= 三 yods (55) 


一 般 地 我 们 必须 知道 质点 运动 的 路 线 . 
在 一 类 重要 情况 中 ， 功 W 仅 依 赖 于 初始 和 最 终 的 位 置 ， 可 以 
表示 为 
W = Vzo, yo) 一 Vfzl， 1), (56) 
类 定 于 一 个 适当 的 耳 数 V{z,y) ， 即 势能 那么 前 砚 上 表达 动能 的 
改变 等 于 力 所 作 的 功 的 公式 也 可 以 记 为 
了 mo2(ta) 十 (zl; 护 ) 一 Frmv?(to) + V{zo, yo). (57) 
因此 量 K + VV ， 动 能 和 势能 之 和 ， 耻 就 是 总 的 能 量 在 运动 过 程 中 
不 改变 .这 就 是 能 量 守 恒 这 个 物理 学 普遍 定律 的 特例 - 
在 前 面 讨论 过 的 某 些 运动 中 ， 我 们 可 以 容易 地 构造 势能 晒 数 
V, 例如 ， 对 于 受到 重力 作用 的 质点 ， 我 们 有 卫 = (0, ~mg) 和 f= 
mg 了 所 以 当 质点 从 位 置 (zo; 加 ) 移 到 位 置 (z1, 妇 ) 时 ， 重 力 所 
和 作 的 功 是 


§1 dy 32a 
W= | -mg 一 de= | —mgdy = 一 . 
人 mg ds 3 人 mgay = MI 一 Mg 
我 们 看 到 W 和 初始 与 终止 位 置 之 间 商 度 的 改变 成 正比 ， 对 于 势能 


函数 Y ， 我 们 可 选择 Y = mgy( 或 更 一 般 地 WY = rmgy + cc 为 任意 
常数 ). 那么 ， 能 量 守 恒定 律 说 ， 量 


1 
pi + gy 
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在 运动 中 是 常量 . 在 质点 裕 曲 线 滑 下 的 运动 的 讨论 中 ,我 们 已 经 注 
意 到 这 个 事实 (第 457 页 ). 


c. 两 个 质点 间 的 相互 引力 


我 们 可 以 把 势能 函数 VV 和 力 联系 起 来 的 另 一 个 例子 是 质量 为 
mo 的 质点 己 = (zo, yo) 作用 在 质量 为 m 的 质点 P= (x,y) 上 的 
重力 引力 F. 这 里 ， 
_ [sz -70) ~p(y— yo) 
F= 1 
其 中 = Ymom,r = VY(z 一 ZT0 十 (9 一 Yo.( 按 照 库仑 定律 ， 同 样 
类 型 的 公式 可 以 给 出 两 个 电荷 的 相互 作用 . ) 
由 于 
ld 2 2 
(z-z0) 字 +(y— 加 ) 型 2 = [rro) + (y — yo)] 
_1 dr? __dr 
3d ds’ 
所 以 ， 在 运动 方向 上 的 力 是 


1=- 筷 [e-m 至 +@- 旭 型 | 
a 


rids dsr’ 
因此 当 质 点 了 从 位 置 (x1, yn) 移 到 位 置 (zx2,y2) 时 引力 所 作 的 功 是 


W = 人 (££)as 一 二 一 Ey =V(z1, nh) — Vr2, ye), 
其 中 V2, 三 一 p17 二 一 /VE 一 Vo 十 (一 0 是 势能 . 

如 果 我 们 把 质点 从 位 置 (zl 了 ) 移 到 无 穷 远 (对 应 于 ma = oo)， 
那么 引力 所 作 的 功 是 一 p/r1. 使 质点 移动 到 无 穷 远 的 反 向 力作 的 功 
应 是 数值 相同 而 符号 相反 . 因此 ， Ap/ri = -TYfzi, 纺 ) 是 为 了 把 质 
点 从 位 置 (z1,y1) 移 到 无 穷 远 反抗 引力 所 作 的 功 ， 这 个 重要 的 表 
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达 式 叫做 两 个 质点 的 互 势 , 所 以 ， 这 里 势 定义 为 把 两 个 相互 吸引 
的 质点 完全 分 离开 所 需要 作 的 功 . 例如 ， 为 了 把 电子 从 它 的 原子 中 
完全 分 离 所 需要 作 的 功 {电离 电势 ). 

如 果 把 吸引 的 质量 瑟 视 为 固定 的 ， 那 么 从 能 量 守 恒定 律 就 可 
得 知 ， 被 吸引 的 质点 PP 在 运动 过 程 中 使 量 
(每 单位 质量 m 的 总 能 量 ) 保持 常数 值 ， 我 们 已 经 对 单纯 是 径 向 运 
动 的 特殊 情况 推导 过 这 个 事实 , 现在 我 们 看 到 对 于 在 重力 引力 影响 
下 的 任何 类 型 的 运动 ， 它 也 是 成 立 的 .我 们 可 以 再 次 作出 结论 : 要 
质点 逃逸 到 无 穷 远 必须 h > 0 ; 它 的 轨道 这 时 是 无 算 的 (抛物 线 或 
双 曲 线 } ， 而 不 是 有 界 的 ( 椭 贺 ). 相当 于 h = 0 的 逃逸 速度 


27Ymo 

条 
是 使 质点 从 给 定 的 距离 7 逃逸 到 无 穷 远 的 最 小 速度 . 它 不 依赖 于 质 
点 出 发 的 方向 ， 而 仅 依 赖 于 从 吸引 中 心 到 质点 的 距离 7. 


Ye 二 


d. 弹 策 的 拉 伸 


第 三 个 例子 是 拉 伸 弹簧 所 作 的 功 . 在 第 452 页 上 所 作 的 关于 弹 
纂 弹性 性 质 的 假定 下 ， 作 用 力 是 f = 一 kz ， 其 中 是 常数 .为 了 
把 弹簧 从 未 被 拉 的 位 置 z = 0 拉 伸 到 最 后 位 置 > = zl 就 必须 反抗 
这 个 力 而 作 功 . 因此， 这 个 功 由 下 面 的 积分 给 出 : 


1 kzdr 一 到 ka 
0 


*e. 电容 器 充电 


在 物理 学 的 其 他 分 支 中 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 功 的 概念 . 例如 
我 们 考虑 电容 器 的 充电 ， 如 果 我 们 用 @ 表示 电容 器 的 电量 , 用 C 
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表示 电容 并 且 用 V 表示 电容 器 的 电势 着 (电压) ， 郑 么 我 们 根据 物 
理学 知道 @ = CV. 春 且 在 移动 电荷 9 经 过 电势 莽 V 所 作 的 功 等 
于 QV. 因为 在 电容 器 充电 时 ， 电 势 差 不 是 常数 ， 而 是 随 着 Q 而 增 
加 ， 所 以 我 们 可 以 完全 类 似 于 在 第 468 页 采用 的 取 极限 的 作法 ， 作 
为 电容 器 充电 所 作 的 功 的 表达 式 ， 我 们 有 
fva=§f oi = teow, 

其 中 Qi 为 已 进入 到 电容 器 的 全 部 电量 ， 公 是 在 充电 过 程 结束 时 
电容 器 的 电势 卷 


附 录 


“A.l1 法 包 线 的 性 质 


在 第 403 贞 上 我 们 把 曲线 C 的 法 包 线 E 定义 为 C 的 曲率 中 
心 的 轨迹 . 如果 C 表示 为 4 = zx(s),y = y(s) ， 参 数 s 是 曲线 的 弧 
长 ， 那么 曲线 C 的 曲率 中 心 (&,9) 以 = 为 参数 就 是 (参见 第 403 页 
(17a)) 

= py n=Yy+ pt, (58) 
而 
1 
上 所 却 一 二 2 一. 
p 
量 和 |p| 分 别 为 C 的 曲率 和 曲率 半径 . 

从 这 些 公式 可 以 推出 法 包 线 的 一 些 有 趣 的 几何 性 质 . 
| 对 关系 式 总 十 总 = 工 求 微 商 得 到 闻 + 疗 = 0. 又 因为 让 一 绞 = 
PE 所 以 我 们 有 

. 1. . 1, 
着 一 一 多 一 js {59) 
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将 等 式 (58) 对 s 微 商 得 ， 


E= 一 抽 一 所 二 一 的 ， 委 = 站 + 所 十 及 一 近 ， 
所 以 

六 十 谨 =0. 
因为 曲线 法 线 的 方向 余弦 是 -如 ,所 以 曲线 C 的 法 线 是 法 包 绕 
在 曲率 中 心 上 的 切线 ， 或 者 说 法 包 线 的 切线 是 给 定 曲 线 的 法 线 ， 
或 者 说 法 包 线 是 法 织 的 “但 络 ” (参见 图 A) 


C 


图 A.1 法 包 线 (五 ) 


如 果 我 们 进一步 用 o 表示 从 任意 固定 点 度量 的 法 包 线 的 弧 长 ， 
用 s 作为 参数 ， 那 么 我 们 有 


7) -et 
因为 总 十 六 =1， 所 以 由 公式 (59) 得 到 
6 = 7. 


- 474 : 


如 果 我 们 用 适当 的 方法 选择 度量 o 的 方向 ， 那 么 只 要 p 关 0 就 可 
得 出 
个 一 记 . 
积分 此 式 得 到 
go.~00=p1— po. 
站 就 且 说 ， 兴 包 和 上 才 六 攻 和 对 永昌 内 半 人 之 
入 作用 于 所 考虑 的 于 2 0 

这 个 最 后 的 条 件 不 是 多 余 的 ， 因 为 如 果 P 改变 符号 ， 那 么 式 
5 = 表明 在 通过 法 包 线 的 对 应 点 上 弧 长 c 有 极 大 值 或 极 小 值 ; 也 
就 是 在 通过 的 这 个 点 上 我 们 不 能 一 直 继 续 向 前 计算 a ， 而 是 我 们 
必须 把 度量 o 的 指向 颠倒 过 来 . 如 果 我 们 想 避 免 这 种 颠倒 ,我 们 必 
须 在 经 过 的 这 -~ 点 上 把 前 面 公 式 的 符号 改变 ， 置 9 = 一 记 

也 还 要 注意 ， 对 应 于 曲率 半径 为 极 大 或 极 小 的 曲率 中 心 是 法 
包 线 的 尖 点 (证 明 赂 去 )( 见 图 A.4, A.6). 

用 另外 的 方法 也 可 以 表达 刚才 得 到 的 几何 关系 : 我 们 想像 一 条 
不 可 伸缩 的 、 可 弯曲 的 线 放 在 沿 法 包 线 B 的 弧 上 ， 我 们 把 它 拉 直 
使 得 从 曲线 到 法 包 线 的 那 一 部 分 展开 时 总 是 和 法 包 线 相 切 , 如果 再 
加 上 一 个 条 件 ， 即 让 这 条 线 的 端点 开始 是 在 原来 的 曲线 C 上 , 那么 
当 我 们 把 这 条 线 转 开 时 ， Q 描绘 了 曲线 C, 这 就 是 渐 屈 线 (展开 ， 
转 开 (evolvere, to unwind)) 名 称 的 由 来 曲线 C 蔬 做 渐 届 线 上 的 
渐 仲 线 (involute)- 另 一 方面 ， 我 们 也 可 以 从 任意 曲线 着 手 用 这 
个 展开 的 过 程 构造 出 它 的 渐 伸 线 C. 那么 反 过 来 可 看 成 C 的 渐 
届 线 (图 A.2). 

为 了 证明 这 一 点 ， 我 们 考虑 曲线 E. 现在 它 是 由 《= &(o),n = 
?(c) 给 定 的 曲线 ， 其 中 用 上 和 ?表示 通用 直角 坐标 并 且 品 是 五 的 
弧 长 .如 图 A.3 所 示 ， 把 线 拉 弯 与 曲线 五 重合 ; 当 线 完全 地 与 渐 
届 线 E 重合 时 ， 它 的 端点 Q@ 重合 于 五 上 一 点 4 而 对 应 于 某 一 弧 
长 a. 如 果 把 线 转 开 ， 直 到 它 在 相应 的 张 长 > a 的 P 点 和 浙 届 线 
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A.23 用 线 构造 曲线 吾 的 渐 伸 线 C : pl = po 十 1 一 50 


图 A.3 


相 切 ， 那 么 线段 PQ 的 长 是 一 a ， 它 的 方向 余弦 是 -< 和 一方 ， 
其 中 点 表示 对 o 微 商 ， 因 此 ， 对 于 点 所 的 坐标 z,y 我 们 有 


z=é—(0—oé, y=n— (0— a)n, (60) 


公式 (60) 给 出 了 用 参数 o 表示 的 点 @ 描绘 的 浙 伸 线 的 方程 ， 把 它 
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们 对 o 微 商 我 们 就 得 到 
一 ET+(o 一 aiE= (一 cj， (61) 


儿 二 分 一 认 十 (4 一 9) 并 二 (a 一 0 六 . 
因为 碟 十 识 =0, 所 以 我 们 立即 有 
好 十 新 =0， 


这 就 证 明了 直线 PQ 是 渐 伸 线 C 的 法 线 ， 因 此 我 们 可 以 说 曲线 C 
的 法 线 就 是 曲线 的 切线 ， 因 为 百 的 切线 的 方向 余弦 是 寺 方 ， 所 
以 对 于 C 的 切线 的 方向 余弦 我 们 有 
Z _ Y _ 
V1" VRE 
将 关系 式 经 十 信 =0 对 o 微 商 ， 然 后 把 由 前 式 (61) 、 (62) 得 到 
的 6 认 吉 匠人 代入 就 有 了 


2 十 仿 。。 一 站 十 二 六 

o-oo VR 过 

因此 曲线 C 对 应 于 点 @ = (z, 幼 的 曲率 半径 变 为 ( 见 第 400 页 公 
式 (15)) 


0 一 这 十 谣 十 名 十 欠 = 


1 (22 十 器 )3/2 
-证 
这 也 就 是 从 一 = (6 到 点 8 的 距离 ， 因 为 局 位 于 CC 在昌 的 法 
线 上 ， 所 以 P 为 C 对 应 于 点 @ 的 曲率 中 心 、 因 此 ， 每 一 个 曲线 
是 所 有 的 浙 他 线 的 产 服 线 

全 我 们 考 上 


p= 一 一 4， 


包 一 人 十 上 十 simnt 2 三 一 — cost 


的 渐 届 线 ， 根 据 式 (17) 第 404 页 曲线 关于 任意 参数 t 的 曲率 中 心 
(5,) 是 
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由 简单 的 计算 得 到 摆 线 的 渐 届 线 为 
£=r+t—sint, 7=1+cost. 
令 t=7 一 +， 我 们 就 有 
二 十 到 一 万 十 了 十 SinT， 9—2=—1- cosT. 


这 些 方程 表明 , 渐 屈 线 本 身 就 是 一 条 类 似 于 原 曲 线 的 摆 线 , 如 图 A.4 
所 示 可 以 把 原来 的 摆 线 平移 而 得 到 渐 屈 线 , 


A.4 ”加 党 氨 


这 就 给 出 我 们 构造 轩 深 摆 的 一 个 简单 方法 ( 见 第 461 页 ). 如 
果 用 一 条 发 为 4 的 线 把 质量 己 失 在 渐 届 线 的 一 个 尖 点 上 ， 那 么 在 
张力 之 下 ， 线 的 一 部 分 与 渐 届 线 重合 ， 而 其 余部 分 位 于 渐 闻 线 的 切 
线 上 ， 这 时 质量 忆 位 于 浙 伸 线 上 ， 即 在 原来 的 摆 线 上 ， 在 重力 之 
下 ， PP 必定 描绘 了 在 援 线 某 一 部 分 上 的 等 时 运动 ， 它 的 周期 与 P 
开始 运动 的 位 置 无 关 ， 【在 等 时 运动 中 ， 摄 线 的 参数 t 并 不 对 应 
于 时 间 , ) 在 运动 过 程 中 ， 这 种 类 型 的 摆 的 自由 直线 部 分 的 长 度 是 
变化 的 ( 见 图 A 
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图 A.5 图 的 靳 伸 线 


作为 进一步 的 例子 , 我 们 推导 圆 的 渐 伸 线 的 方程 . 我 们 从 圆 = 
cosg,7 二 一 sing 开始 ， 如 图 A.5 所 示 ， 沿 切线 方向 把 圆 转 开 . 那 


么 给 出 圆 的 浙 伸 线 为 


T=¢o8o0+osing, y= — singt+ocoso. 


(使 用 第 476 页 方程 (60) ， 而 a = 0). 
最 后 我 们 确定 椭圆 > = acost,y = bsint 的 渐 凯 线 ， 我 们 立即 


有 
"2 "2 2 -人 2 
上 一 yt ost 
2 一 号 和 
和 
2 十 天 2 一 所 ,3 
一 一 ”一 一 jn3t 
7 yt sin 


作为 浙 届 线 的 参数 表示 式 . 如 用 通常 的 方法 从 这 些 方 程 中 消去 上， 
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图 A.6 椭 辑 的 新 由 线 
我 们 就 得 到 非 参数 形式 的 渐 届 线 的 方程 : 


(cb)202 + (bm) = (o2 一 芭 )212， 


这 个 曲线 叫做 星 形 线 (astroid). 图 A.6 给 出 了 它 的 图 形 ， 电 参数 


方程 使 我 们 容易 地 确信 ,对 应 于 椭圆 顶点 的 曲率 中 心 实际 上 是 星 形 
线 的 尖 点 . 


*A.2 闭 曲线 包 图 的 面积 .指数 


在 42 节 中 ， 处 处 都 不 能 自己 相交 的 ( 即 所 谓 的 简单 的 ) 闭 曲 
线 z = z(t),y = y(t),a < t < 6 包围 的 有 向 面积 用 下 面 的 积分 表 


f 
a / yt)z(t) de: 


所 得 到 的 值 是 正 还 是 负 村 依据 描绘 边界 的 指向 是 反 时 针 还 是 顺 时 
针 而 定 如 果 我 们 允许 曲线 可 以 本 身 相 交 ,那么 这 个 公式 作为 4 的 
定义 仍然 是 有 意义 的 . 尚 待 了 解 的 是 ,在 这 种 情况 下 4 如 何 与 面积 
相 联系 。 假 定 曲线 C 的 方程 为 >- z(s),y = y(t) 并 且 在 有 限 个 点 
上 本 身 相交 ， 因 此 把 平面 分 成 有 限 个 部 分 Ru Ra,…. 进一步 假定 
导数 连续 ， 除 了 或 许 有 限 个 哆 路 不 连续 点 而 外 并 且 如 十 如 六. 
最 后 假定 曲线 的 支线 ( 即 = = 常数 的 、 并 且 或 与 曲线 相 切 或 通过 时 
线 自身 相交 的 点 的 竖 线 ) 的 数目 是 有 限 的 . 


J 


A.7 有 向 闭 曲线 构成 的 域 应 ; 的 指数 joi 


对 于 每 一 个 R, , 我们 指定 由 下 面 方法 定义 的 一 个 整数 ， 即 指 
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数 pi : 我 们 在 R 中 选择 不 在 任何 支线 上 的 任意 一 点 8 , 沿 正 y 轴 


的 方向 从 @ 点 引 向 上 延伸 的 半 直 线 . 我 们 计算 t 增加 指向 的 曲线 
从 右 到 左 通过 半 直 线 的 次 数 ， 然 后 减 去 曲线 C 从 左 到 右 通 过 半 直 
线 的 次 数 ， 这 个 差 就 是 指数 p;. 例如 第 386 页 图 4.17 中 所 示 的 曲 
线 内 部 有 指数 p = +1 ; 在 图 A.7 中 区 域 如 ,有 ,Ra 的 指数 为 
后 一 一 bj = -2,p3 = 一 l,jp4 = 二 0,ps = 二 1 和 je = 0. 实际 上 ， 这 
个 数 pi 只 依赖 于 区 域 RE: ， 而 不 依赖 于 Ri 中 选择 的 特殊 的 点 久 ， 
按 下 述 方式 容易 看 到 这 一 点 ， 我 们 在 RE 中 选择 另外 一 个 不 在 支线 
上 的 点 8', 用 完全 在 区 城 R; 中 的 折线 把 Q 和 8' 连 起 来 (图 A.8). 
当 我 们 沿 着 这 条 折线 从 @ 前 进 到 &' 时 ， 从 右 到 左 通过 的 次 数 减 去 
从 左 到 右 通过 的 次 数 是 常数 ; 因为 在 两 根 支 线 之 间 每 一 种 类 型 通过 
的 数 是 不 变 的 ， 而 在 越过 支线 时 两 种 类 型 的 通过 数 或 保持 相同 ， 或 
两 种 数 同 时 加 1 ， 或 两 种 数 同时 减 1 . 在 每 一 种 情况 下 ， 菱 数 都 是 
不 变 的 ， 这 里 ， 我 们 令 支 线 与 曲线 相交 于 几 个 不 同 的 点 ， 比 如 说 ， 
4,B,-… ,HH. 如 果 成 竖 直 地 在 所 有 的 4, 妃 ,……: 互 点 之 下 ， 那 么 我 
们 可 以 把 三 4 到 五 ……: 王 互 看 成 儿 条 不 同 的 支线 .我 们 前 面 的 论述 
可 应 用 于 每 一 条 这 样 的 线 ， 因 此 在 确定 jy: 时 不 论 是 用 驴 还 是 从 
数 5a 都 有 相同 的 值 . 
特别 ， 如 果 我 们 的 曲线 本 身 不 相交 ， 那 么 曲线 的 内 部 由 一 单个 

的 区 域 组 成 ， 它 的 指数 是 +1 还 是 -1 要 视 措 绘 边 界 的 指向 是 反 时 
针 还 是 顺 时 针 而 定 ， 为 看 清 这 一 点 ， 我 们 引 任 意 一 条 竖 线 (不 是 支 
线 ) 与 曲线 相交 ， 在 这 条 线 上 我 们 找到 与 曲线 相交 的 最 高 点 P, 在 
五 内 PP 点 以 下 接近 PP 选择 一 点 @ 使 得 在 P 和 9 之 间 没 有 任何 
交点 ， 那 么 在 @ 之 上 曲线 有 一 次 通过 ， 如 果 曲 线 以 反 时 针 指 向 通 
过 ， 那 必须 是 从 右 到 左 通过 ， 因 之 & = +1; 反之 ， 卢 = -1. 正如 
我 们 已 经 看 到 的， 对 于 五 的 每 一 个 其 他 的 点 保持 有 相同 的 上 值 ， 
对 于 这 样 的 曲线 ， 事实 上 对 于 所 有 的 秘 曲 线 有 一 个 区 域 ， 即 曲线 的 

“外 边 "?"， 它 在 所 有 的 方向 上 无 界 地 伸展 ， 我 们 立即 看 到 这 个 区 域 
的 指数 是 零 ， 下 面 的 论述 中 我 们 不 考虑 它 。 那么 积分 4 和 区 域 殊 
的 面积 之 间 的 关系 由 下 面 的 定理 给 出 : 
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A.8 


8 
定理 积分- /vidt 的 信 等 区域 R 侣 对 而 各 志和， 每 
个 而 各 要 计算 :次 ， 用 符号 表示 名 


Ba 
-vid = m6 积 Rl 


证 明 . 证 明 是 简单 的 ， 我 们 假定 (我 们 有 权 这 样 假定 ) 全 部 曲 
线 位 于 z 轴 的 上 面 {对 y 加 一 个 常数 不 改变 闭 曲 线 的 积分 4 的 值 ). 
支线 把 R; 分 成 有 限 个 部 分 ， 令 "为 这 些 部 分 之 一 。 那 么 ， 对 于 涵 
数 y = Hz) 每 一 个 单 值 的 分 枝 取 积分 - f via = - f ya, 并 且 
把 它 解 释 为 曲线 和 zx 轴 之 间 的 面积 . 我 们 发 现 ， 对 于 在 * 上 边 的 每 
一 个 从 右 到 左 的 分 枝 要 计算 +1 次 7? 的 绝对 面积 ， 而 在 ” 上 边 的 每 
一 个 从 左 到 右 的 分 枝 要 计算 一 1 次 ， 因此 ， r 的 绝对 面积 总 共 要 计 
算 yi; 次 . 这 对 于 Ri 的 每 一 个 其 他 的 部 分 同样 是 正确 的 . 因此 ， BR: 
要 计算 j; 次 . 这 样 ， 围 绕 全 部 曲线 的 积分 值 像 所 说 的 那样 是 3 pl 
面积 Ri|( 参 见 图 A.7). 这 个 公式 和 我 们 对 于 简单 闭 曲 线 得 到 的 公式 
是 一 致 的 .从 我 们 对 曲线 & 值 的 讨论 中 就 可 看 出 这 一 点 . 
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我 们 对 指数 pi 的 定义 有 一 个 缺点 ， 就 是 它 是 用 特殊 的 坐标 系 
叙述 的 . 然而 ， 事 实 上 可 以 证 明 对 于 区 域 RR 定义 的 值 pr; 只 依赖 于 
曲线 而 和 坐标 系 无 关 ， 令 曲线 C 上 一 点 沿 着 t 增加 的 方向 从 a 到 
B 绕 着 Ri 中 任意 固定 点 8; 以 反 时 针 转 的 总 次 数 ( 即 0 缠绕 Q: 的 
次 数 ) 为 . 如 我 们 能 验 明 上 和 wi 相等 就 证 明了 ji 与 坐标 系 是 无 
关 的 . 下面 我 们 就 证 明 jp 和 ww 相等 . 

令 曲 线 C 的 参数 表示 为 z = z(tj,y = y(tj ,其 中 a <t< 8. 
设 @= (8 为 不 在 的 支线 上 的 一 点 . 我 们 把 8 取 作 极 举 标 系 . 
7",9 的 原点 ， 在 这 个 坐标 系 中 


r= Ve -eT nn), 


TT 
cost = 
四 


极 角 确定 到 只 差 2r 的 整数 倍 ， 然而， 如 果 我 们 要 求 6= 8(t) 沿 着 
曲线 C 对 于 连续 地 变化 ， 由 t= a 有 go 值 那么 6 作为 t+ 的 函数 
就 唯一 地 被 确定 了 ， 在 t= 5 ， 角 9 的 值 是 6(8) = 90 + 2vm 其 中 
v 是 整数 ， 数 


BI 1 


1 1 
v= a7 0 -90)] = 3 | = 机 


表示 有 向 曲线 C 缠绕 Q 的 次 数 . ， 

曲线 C 经 过 从 Q 开始 的 钳 垂 半 直 线 是 在 3 [oft) 一 万] 的 信 
为 整数 ”的 那些 + 值 ， 我 们 对 于 固定 的 ” 考虑 参数 区 间 上 的 上 信 ， 
对 于 这 些 t 值 3 (9 一 村) = 令 oo 和 为 分 别 有 > 0 和 


分 <0 这 样 的 上 值 的 数 ， 显 然 ， 在 点 @ 的 指数 是 
p= on 一 >》 mm 一 》 (oTm). 


另 一 方面 ，on 一 mm 只 可 以 取 1 ，0 ， -1 中 的 一 个 值 ， 因 为 在 9, 
平面 上 9(t) 的 图 形 与 直线 9 = 万 十 2n" 是 从 上 面 或 从 下 面 交 营地 
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相交 的 .实际 上 ， 如 果 二 + 2n7 位 于 9(a) 和 0(8) 之 间 ， 我 们 就 
有 on 一 Tn = sign[9(B) 一 (a)] ， 和 否则 oa 一 T= 0. 
因此 ，4 等 于 在 6(a) 和 0(8) 之 间 出 现 6 值 为 二 十 2nr(n 为 
整数 ) 的 数目 按 signf8(8) -89(a)] 计算 的 次 数 ， 即 4 等 于 数 
因为 9= arc tan [(y 一 )/(z 一 四 ] ， 所 以 我 们 有 


dp 共 z 一 身 一 2 一 全 


dt (z 一 旨 2 十 (9 一 了)2 
由 此 得 到 有 向 闭 曲线 C 关于 点 (6 9) 的 指数 只 的 积分 表示 式 
1 f° He-6) -ty -7), 
a (rt-£)2+(y—D 
这 可 以 不 直接 指明 参数 上 而 简单 地 写成 ( 见 第 387 页 ) 

gy= (x — Ody ~ (Y — War 

27 Jc (2—£)2+(y~-02 

这 些 结果 的 值得 注意 的 特点 在 于 ， 我 们 可 以 由 C 的 参数 表示 用 求 
积分 的 办 法 来 解析 地 确定 描述 点 @ 和 曲线 C 之 间 的 拓扑 关系 的 
整数 值 jy 和 v. 


Far 


问 是 

4.1c 节 ， 第 371 页 

1. 简 路 地 画 出 a = 4c 的 内 摆 线 ( 星 形 线 ) 并 求 它 的 非 参 数 方 
程 . 

2. 证 明 ， 如 果 三 是 有 理 数 ， 那 么 在 动 加 液 了 整数 次 以 后 一 般 
的 内 扎 线 是 闭 的 ， 而 如 果 二 是 无 理 数 ， 那 么 曲线 与 固定 贺 的 圆周 
有 无 穷 多 个 交点 ， 而 不 是 闭 的 . 

3. 导出 次 摆 线 的 参数 表示 

=at—bsint, y=a— bcost. 
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次 摆 线 就 是 缚 在 半径 为 a 的 贺 盘 子 上 面 一 点 P 在 融 盘 沿 直线 滚动 
时 的 路 线 ， 罗 盘 中 心 到 P 的 距离 为 区 见 图 4.7). 

4. 求 曲线 23 十 态 = 3azg 的 参数 方程 ( 笛 卡 儿 叶 形 线 ) ， 选 由 
原点 到 点 (z, 切 的 射线 和 z 轴 夹 角 的 正切 作为 参数 
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1. 在 交点 上 两 曲线 之 间 的 夹 角 a 定义 为 在 该 点 它们 的 切线 之 
同 的 夹 角 .使 用 曲线 的 参数 表示 求 cosa 的 公式 

2. 设 == f(t),y = g(t). 导出 也 和 也 5 用 对 + 的 导数 表示 
的 公式 . 

3. 求 极 坐 标 中 两 条 曲线 + = /6) 和 r = g(9) 之 间 的 夹 角 的 公 
式 

4. 求 处 处 与 过 原点 的 直线 有 相同 交角 a 的 曲线 的 方程 

5. 证 明 。 如 果 z = f( 和 y= g(t) 在 闭 区 间 fo, 避 上 连续 ， 在 
开 区 间 (e, 蕊 内 可 微 ， 且 2 十 y > 0， 那 么 在 开 弧 z = f(t),y = 
g(t), (a < t < 丰 上 至少 有 一 点 使 得 该 点 的 切线 与 连接 端点 的 防 平 
行 . 

6. 设 局 为 贺 上 的 一 点 ， 当 圆 治 给 定 的 直线 滚动 时 ，P 画 出 摆 
线 ， 设 @ 是 贺 与 该 直线 的 切 点 ， 证 明 ， 据 线 在 P 点 处 的 法 线 在 任 
意 时 刻 都 经 过 @ 点 .对 于 P 的 切线 有 什么 类 似 的 性 质 ? 

7. 证 明星 形 线 = = 4ecoss 6,y = 4csin* 8 的 切线 被 坐标 轴 截 断 
的 那 部 分 的 长 是 常数. 

*8. 证 明 两 族 构 圆 和 双 曲 线 (0 < a < 5) 

2.2 Ei 
EE 
2 


一 1 0O<A<a, 


z 


十 = a<TrT<b 


2 
a2—72 -rr 
是 共 焦 的 ( 即 有 共同 的 焦点 ) ， 并 且 相 交 成 直角 . 
9. (a) 证 明 对 于 椭圆 由 两 个 焦点 到 曲线 的 一 点 所 引 的 两 射线 之 
间 的 角 被 该 点 的 法 线 平 分 . 
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人 fb) 证 明 对 于 双 曲 线 上 述 的 交角 由 切线 平分 . 
4.1f 节 ， 第 391 页 
1. 证 明 由 


1 
-2 0<z<: 
了 一 b 0 


定义 的 曲线 有 有 限 长 ， 而 由 


| zsin 工 0O<zrz<l 
?三 Ea 
0, T= 人 0 
定义 的 连续 曲线 是 不 可 求 长 的 . 

2. 证 明 ， 如 果 蝴 数 / 在 闭 区 间 [a,8] 上 有 定义 并 且 单 调 ， 那 么 
由 y= f(z), (a <x < 定义 的 张 是 可 求 长 的 . 
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1. 第 二 种 椭圆 积分 形 为 


二 吉 和 香 四 中 
[Vi ano, 
0 


(a) 证 明 可 以 使 用 第 二 种 椭圆 积 分 表示 粮 贺 x = acos9,y = 
bsin9 的 弧 长 . 

(b) 证 明 次 皖 线 z = at 一 bsint,y 二 a 一 bcost 的 弧 长 也 可 用 椭 
网 积分 表示 . 

*(c) 证 明 可 以 使 用 第 一 种 和 第 二 种 椭圆 积分 表示 双 曲 线 的 弧 
长 . 
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1. 设 忆 为 生成 援 线 的 滚动 加 上 的 一 点 ， 设 @ 为 该 圆 在 任意 给 
定时 刻 的 最 低 点 . 证 明 ， @ 平分 连结 P 到 摆 线 在 忆 点 的 密切 图 中 
心 的 线段 . 
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2. 求 在 z = 0 时，y=z 的 曲率 中 心 ， 确定 曲线 在 = = 0 和 
z=8 时 的 法 线 与 曲线 的 交点 ， 计 算 上 曲率 中 心 到 交点 的 距离 ， 给 出 
筋 一 个 曲率 中 心 的 定义 ,并 证 明 这 个 定义 和 本 书 给 出 的 定义 是 等 价 
的 ， 

3. 考虑 密切 圆 在 切 点 会 不 会 越过 出 线 的 问题 ， 

*4. 证 明 曲 线 C 在 PP 点 的 曲率 圆 为 过 三 点 只, 忆 的 国 ， 当 
五 趋 于 书 瑟 趋 于 PP 时 的 极限 

5. 设 7 = f(9) 是 极 举 标 中 曲线 的 方程 . 证 明 曲 率 由 下 式 给 出 : 


_ 272 rr +r 
(r2 十 r2)3/2 ， 
其 中 
df of 
1 .也 1 一 
7 二 而 ,了 202 


6. 如 果 曲 线 的 切线 被 切 点 和 y 二 之 间 截 取 的 长 总 是 等 于 1 ， 
那么 曲线 称 为 中 物 线 . 试 求 它 的 方程 .证 明 曲线 每 一 点 的 曲率 半径 
和 曲线 上 该 点 与 y 轴 之 问 截取 的 法 线 长 成 反比 . 计算 奥 物 线 的 弧 长 
并 且 求 出 它 的 用 对 长 表示 的 参数 方程 

7. 设 = 一 z(t),y 一 Wt) 为 一 闭 曲线 ， 沿 曲线 的 法 线 测 出 一 国 
定 的 长 p. 那么 由 这 个 线段 的 终点 描绘 的 曲线 叫做 原 来 曲线 的 平生 
曲线 ， 试 求 平行 类 绕 的 面积 、 纹 长 和 曲率 半径 

8. 证 明 曲率 为 固定 的 常数 的 曲线 只 能 是 半径 为 二 的 加 

*g. 如 果 zy 平面 上 曲线 的 曲率 是 红 长 的 单调 函数 ， 证 明 曲 线 
不 是 闭 的 并 且 没有 任何 二 重点 . 
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1. 证 明 曲线 z = z(t),y = ylt) 的 曲率 表达 式 经 过 坐标 轴 的 旋 
转 是 不 变 的 ， 并 且 用 t+ = p(7}( 其 中 p'(7) > 0) 来 改变 参数 时 曲率 
也 是 不 变 的 . 
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1. 证 明 如 果 加 速度 总 是 垂直 于 速度 ， 则 速率 是 常数 . 

2. 把 速度 向 量 视 为 位 置 向 量 而 描绘 的 曲线 称 为 速 端 线 、 说 明 
沿 财 曲线 运动 的 质点 是 后 可 能 有 一 条 直线 作为 它 的 速 喘 曲线 . 

3. 假定 一 个 滚动 加 以 常 速率 运动 ， 试 求 在 这 运动 中 生成 摆 线 
的 点 忆 的 速度 和 加 速度 . 

4. 设 4 是 平面 上 的 一 个 定点 ， 并 且 假 设 一 个 动 点 P 的 加 速度 
向 量 总 是 指向 4 而 且 正 比 于 1/I4P|?. 证 明 速 端 线 基 一 个 圆周 ( 参 
考 问题 2). 

5. 设 4 是 一 个 圆周 上 的 固定 点 . 设 P 是 此 圆周 上 一 个 动 点 ， 
其 加 速度 向 量 指 向 4. 证 明 加 速度 正比 于 |4P|-. 
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1. 沿 直 线 运动 的 质点 受到 产生 减速 度 kw 的 阻力 ， 其 中 心 为 
速度 ， 为 常数 ， 试 用 到 初始 位 置 的 距离 和 初速 度 wo 求 出 速度 
(w) 和 时 间 的 的 表达 式 . 

2. 设 一 单位 质量 的 质点 沿 x 轴 运 动 ， 并 受到 力 f(x) = 一 sinz 
的 作用 . 

(a) 如 果 在 时 刻 t= 0 ,质点 在 x = 0 ， 速 度 为 2 ， 试 确定 该 
质点 的 运动 证明 当 + 一 oo 时 质点 趋 于 极限 位 置 ， 试 求 这 个 极限 
位 置 . 

(b) 如 果 除 w 可 以 有 任意 值 之 外 其 他 条 件 都 相同 , 试 证 如 vo > 
2 ， 那 么 当 上 一 oo 时 质点 运动 到 无 穷 远 ， 如 果 vo < 2 ， 那 么 质点 
在 原点 左右 振动 . 

3. 选 定 原点 在 地 球 的 中 心 的 坐标 轴 ， 我 们 用 R 表示 地 球 的 半 
径 ， 按 牛顿 万 有 引力 定律 地 球 有 -pad1/oF 的 力 吸 引 一 个 在 y 轴 上 
的 单位 质量 的 质点 ， 其 中 站 为 “万 有 引力 常数 "， MM 为 地 球 的 质 
量 . 

(a) 计算 质点 在 点 如 (> 忆 处 放出 以 后 的 运动 ; 即 在 时 刻 t= 0 
时 质点 位 于 点 Y= 如 且 有 速度 vo = 0 这 一 条 件 下 的 运动 . 
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(b) 试 求 在 (a) 中 的 质点 击 中 地 球 时 的 速度 

(c) 利用 (b) 的 结果 ， 计 算 质点 从 无 穷 远 落 到 地 球 时 的 速度 1)， 

“4. 受到 轻微 扰动 的 一 质点 在 重力 影响 下 从 园 的 项 点 的 静止 位 
置 滑 下 来 ， 这 质点 在 哪 一 点 不 受 约束 地 飞 离 这 个 图 ? 

“5. 质量 为 m 的 质点 沿 椭圆 ~ = 一 -5 运动 ， 在 质点 上 
指向 原点 的 力 为 em/r?. 描述 这 个 质点 的 运动 ， 求 出 它 的 周期 并 且 
证 明 质点 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 面积 . 
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1. 证 明 外 摆 线 (第 372 页 例 ) 的 渐 屈 线 是 和 第 一 个 外 摆 线 类 似 
的 外 摆 线 ， 它 可 以 从 第 一 个 外 摆 线 经 过 旋转 和 收缩 而 得 到 ， 


2. 证 明 内 摆 线 (第 372 页 例 ) 的 新 屈 线 是 另 一 个 内 摆 线 ， 它 可 
以 从 第 一 个 内 摆 线 经 过 旋转 和 展开 而 得 到 . 


1) 这 与 发 射 一 个 抛射 体 使 它 离开 地 球 ， 而 不 篆 返 回 所 必须 的 最 小 速度 相同 . 
，490 . 


第 五 章 泰勒 展开 式 


5.1 引言 ， 吕 级 数 


在 微 积 分 发 展 的 早期 , 获得 了 一 项 巨大 的 成 就 , 就 是 由 牛顿 和 其 
他 科学 家 发 现 了 许多 已 知 函 数 能 够 表示 成 “无 穷 次 多 项 式 ” 或 “ 晤 级 
数 ”, 其 系数 是 由 一 些 极其 优美 而 简明 的 规律 形成 的 . 例如 一 一 一 


(1 —z) 
1 
或 TT) 在 开 区 间 |z| < 1 里 成 立 的 几何 级 数 


tt (1) 
1 
1 二 22 
就 是 它们 的 典型 (参看 第 一 章 第 73 页 ). 
对 许多 其 他 的 函数 ， 带 有 数值 系数 ev 的 类 似 的 展开 式 


jz) 一 ao 十 al2 十 十 anz2 十 …- 


一 1 一 Z2 十 2 于 一 56 十 .… 十 (一 zzmr 二 ， (la) 


= Yau”, 
v=0 
将 在 这 一 章 里 导出 . 
下 面 是 一 些 值 得 注意 的 例子 : 
3 
er 二 1 十 Zz 十 可 + 可 二 + 二 十 ; 
323 5 (1)"w2nt! 
smr=r t+ CT 
cogm =1 x2 上 2 二 (—1y"e2" 


2 4 (2nY! 
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这 些 级 数 展开 式 对 所 有 的 z 都 成 立 . 
牛顿 的 一 般 二 项 式 定理 . 展开 式 


对 jz| < 1 和 任何 指数 a 都 是 正确 的 . 
为 了 说 明 这 种 展开 式 的 确切 意义 ， 我 们 考虑 由 级 数 的 前 n+1 
项 的 和 所 形成 的 n 阶 多 项 式 ， 即 第 ?个 “部 分 和 ” 


胞 
$n, 一 > GDY 


v=0 


冲 


f(z) = Davz’” ( 式 中 |z| < o) 


v=0 
的 意义 就 是 当 mn 一 oo 时 ， 在 区 间 |z| < a 里， 序列 5 在 每 一 点 z 
处 都 趋向 于 函数 f(x) 的 值 . 这 时 , 就 说 这 个 无 穷 级 数 在 区 间 jz| < a 
里 收 化 到 f(z). 卷 


Rl) 一 f(z) 一 Sn(z) 


称 为 级 数 的 余 项 ， 它 度量 出 在 z 这 一 点 处 以 多 项 式 8o(z) 来 通 近 


f(z) 的 精确 程度 ， 例 如 ， 


1 
Ts = lt?to + + + Rn), (nb) 


其 中 余 项 Rn(z) = z"+1/(1 一 z) ,对 |z| < 工 ， 当 ”增加 时 趋 于 零 
这 样 就 得 到 了 无 穷 几 何 级 数 》 x" = 1/{1 一 z). 要 寻找 在 特殊 情形 


v= 人 0 
下 RR 的 简单 的 容易 处 理 的 佑 计量， 不 论 在 理论 上 还 是 在 实际 上 都 
是 一 个 重要 的 任务 . 
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在 这 一 章 里 我 们 考虑 广泛 的 一 类 函数 的 展开 式 , 其 中 包括 全 部 
“初等 ”超越 函 教 ， 在 这 些 超 越 函 教 的 展开 式 里 ， 一 个 很 引 人 注 意 
的 事实 是 ， 系 数 是 整数 的 优美 的 表达 式 ， 这 些 展开 式 是 通过 泰勒 
定理 得 到 的 ， 在 第 七 章 ， 我 们 还 将 通过 对 宕 级 数 的 直接 研究 的 另 
一 途径 来 讨论 它们 . 

应 该 强调 指出 的 是 ， 正 如 对 于 (la) 的 几何 级 数 一 样 ， 无 穷 展 
开 式 对 于 z 在 某 个 区 间 以 外 的 值 是 不 成 立 的 {在 儿 何 级 数 的 情况 下 
这 个 区 间 是 盖 < 1) ， 即 使 由 这 个 级 数 所 表示 的 函数 在 这 个 区 间 以 
外 有 明确 的 定义 ， 也 还 是 这 样 . 


5.2 对 数 和 反正 切 的 展开 式 


a. 对 数 炒 数 


作为 简单 的 例子 ， 我 们 首先 从 具有 余 式 rn(#) = #"/(1 一 眉 的 几 
何 级 数 
T= 1 二 t 十 经 十 十 tr]1 十 rn(t) 
出 发 ， 用 积分 来 推导 对 数 和 反正 切 函数 的 展开 式 . 
我 们 把 这 个 和 代入 公式 
| =- dt 


—log(l — x)= / FY 
中 的 被 积 函数 ， 并 且 逐 项 积分 ， 则 对 > < 1 得 到 


2z2 3 
了 


Rn(2) = [ rmt = f Oa. 


1—t 
因此 对 任何 正 整 数 7%， 函数 一 log(1 一 x) 都 由 7 次 多 项 式 
23 I™ 


z2 
"tatat tr 


-log(1— £)=z+ tt + Ra(z), 


其 中 余 项 
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近似 地 表示 出 来 了 ， 而 余 项 癌 , 指出 了 这 个 近似 式 的 “误差 . 

为 了 评价 这 个 近似 式 的 精确 度 ， 我 们 来 估计 余 项 Rs. 如 果 我 
们 首先 假定 -1 < z < 0 ， 那 么 被 积 函数 所 /(1 一 如 的 绝对 值 在 整 
个 积分 区 间 里 到 处 都 不 会 超过 | = (一 1 入 所 于 是 
|"+1 
+1 


Rls|f ra = 
因此 对 < 在 闭 区 间 -1< = <0 里 的 每 一 个 信 ， 包括 = = -1 选 
择 尼 够 大 的 n， 就 能 使 这 个 余 项 变 得 像 我 们 所 希望 的 那样 小 (参看 
第 66 页 ). 对 于 = > 0 ， 必 须 排除 端点 == [我 们 不 得 不 把 = 限 
制 在 半 开 区 间 0 < z < 1 里 ， 被 积 函 数 不 会 改变 符号 ， 并 且 它 的 统 
对 值 不 会 超过 tn/(1 - 芦 ， 于 是 对 0 < = < 1 我 们 得 到 估计 式 


1 了 和 1 
n| 将 - 下 二 一 -一 一 一 一 - 
ec ke 


因此 我 们 又 有 ， 考 令 z 固定 ， 则 当 n 充分 大 时 ， 余 项 就 可 以 任意 
小 ， 当 然 这 个 估计 对 z = 1 是 没有 意义 的 . 
综 上 所 述 ， 只 要 z 位 于 半 开 区 间 ~1 < xz < 1 里， 都 有 


22 3 a" 
bose) 


其 中 余 项 已. 当 1 增 大 时 ， 都 趋 于 零 . 
事实 上 ， 这 个 推理 建立 了 余 项 的 一 个 “一 致 ”的 合计 ， 即 这 一 
估计 与 > 无关, 对 于 = 在 区 间 -1 < x < 1-h 里 所 有 的 值 都 成 立 , 
其 中 久 为 适合 于 0<h<1 的 任意 数 ; 也 就 是 ，|R%| < [二 IN. 
余 式 已 , 在 半 开 区 间 -1< z < 1 里 趋 于 零 这 个 事实 ， 就 可 说 
成 在 这 个 区 间 里 对 数 函 数 可 用 一 个 无 穷 级 数 3 


log(l — £2)=-2— {3) 


1) 我 们 把 它 留 给 读者 作为 一 个 练习 ， 事 实 上 对 |z| > 1 钨 所 有 z 值 ， 余 项 不 仅 不 
能 趋 于 零 ， 而 且 当 n 增加 时 | 有 "| 趋向 无 穷 大 ， 所 以 对 这 种 z 的 值 ， (2) 中 的 多 项 式 
就 不 是 这 个 对 数 函 数 的 好 的 近似 式 ， 而 且 当 n 增加 时 反而 变 得 更 坏 . 
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意 的 公式 ， 
log2=1 一 十 守 一 守 二 一 (4) 


这 个 关系 式 的 发 现 曾 给 微 积分 的 早期 开拓 者 以 深刻 的 印象 . 
对 于 开 区 各 ~1 < x < 1， 我 们 仅 需 把 (2) 里 的 > 换 成 -x, 就 
得 到 


£3 


2 4 nn 
log(1 二 z) 一 | i (2a) 
n 


2 3 4 
其 中 _ 
A 


取 ”为 偶数 ， 由 {2a) 城 去 (2) ， 就 有 


1 l+z 
了 log{ 二 ) ar tanhz 
3 5 -1 
于 
其 中 余 项 总 由 


给 出 ， 这 里 的 ar tanbz 依 第 262 页 上 的 定义 
注意 到 1/(1 一 此 ) < 1/( -22) ， 由 这 个 积分 的 一 个 基本 估计 
式 ， 我 们 得 到 ptt ) 
IRl nT "Ta 
所 以 ， 当 n 增加 时 余 项 总。 趋 于 零 ， 这 里 我 们 又 得 到 一 个 展 成 无 穷 
级 数 的 例子 : 


十 多 35 
> tog (3 =) = ar tanhz = z+ 三 ++ 全 十 … (5) 


对 zl < 1 的 所 有 zx 的 值 都 成 立 ， 顺 便 说 明 一 下 ， 此 结果 也 能 由 直 
接 积 分 1/(1 22) 的 几何 级 数 而 得 到 . 这 个 公式 的 一 个 优点 是 ， 当 
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2 从 -1 到 +1 变化 时 ， 表 达 式 (1+z)AU -可 随 之 而 取 记 全 部 正 
数 . 因此 ， 如 果 把 = 选 得 适当 ， 我 们 就 订 以 通过 这 个 级 数 去 计算 任 
何 正 数 的 对 数值 ， 其 误差 不 会 超过 以 上 的 估计 量 所 ,. 


b, 反正 切 函 数 


我 们 能 够 用 和 对 数 函 数 有 些 类 似 的 方法 ， 从 公式 


1 


Trl- + tt tr 


2 
1+ 态 ， 


通过 积分 (参看 第 295 页 ) ， 我 们 得 到 


出 发 来 处 理 反正 切 函 数 ， 其 中 +。 = 1)" 一 


4 5 了 2m 一 1 
arc tanz 一 和 一 一 -十 一 -一 十 …， 一 打球 一 R,, 
3 75 + 二 人) nT 
Zz t2m 
= (1 | dt. 
人 人 1++ 相 


我 们 立即 看 到 余 项 在 闭 区 间 -1 < 5 < 1 里 随 n 的 增加 而 趋 于 


零 ， 因 为 a 
” 2m _ ls 
Iaul< 人 td 一 20 


从 余 项 的 公式 ， 我 们 也 能 很 容易 地 证 明 ， 在 |z| > 1 时 ， 余 项 的 绝 
对 值 随 ” 的 增加 而 无 限 增 大 . 
因此 ， 我 们 就 推导 出 无 穷 级 数 


[22+1 


T5 2n—1 
arctans =z 一 定夺 一 二 “十 (一 —1)”-! 二 


对 区 间 |z| < 1 成 立 . 因为 对 < 1 有 arc tanl = 二， 我 们 得 到 菜 
布 尼 兹 -格雷 戈 里 (Leibnitz-Gregory) 级 数 ， 


+ 一 …，(g) 


和 1 1 
-lat -+t (7) 


这 个 表达 式 和 前 面 建立 的 log 2 的 表达 式 一 样 值 得 注意 . 
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5.3 泰勒 定理 


牛顿 的 弟子 泰勒 (Tayler) 注意 到 多 项 式 的 初等 展开 可 以 广泛 
地 推广 刘 非 多 项 式 函数 ， 只 要 这 些 函 数 充 分 可 微 ,而 区 域 又 受到 适 
当 的 限制 . 


a. 多 项 式 的 泰勒 表示 
关于 z 的 一 个 n 次 多 项 式 ， 芯 如 说 
f(x) 一 Qg 十 Gd 十 0222 十 … :十 区 人， 


其 泰勒 表示 完全 是 一 个 初等 的 代数 式 . 
假如 我 们 把 x 换 成 a 十 h = b, 并 按 h 的 稳 展 开 每 一 项 ， 就 马 
上 得 到 一 个 形式 为 


fla+h)=cot+chti cah? t+. + cnh™ {8) 
的 表达 式 ， 泰勒 公式 实质 上 就 是 关于 这 些 系 数 的 关系 式 
ev 一 广 f0(@), (8a) 


系数 co 由 f 和 了 的 各 阶 导数 在 x = a 的 值 来 表示 . 为 了 证 明 这 个 
事实 ， 我 们 把 量 h 二 5b 一 a 看 作 自 变量 ， 并 应 用 锁链 法 则 ， 根 据 这 
个 法 则 关于 求 导 和 关于 5= a 二 hh 求 导 结 果 蚌 一 样 的， 因此 在 公 
式 (8) 里 关于 hh 逐次 求 导 ， 在 每 次 求 导 之 后 以 hh= 0 代入， 就 依次 
地 得 到 如 下 的 结果 ， 

co=f(0), c= jw，ulcv = Fw， 


因而 的 确 得 到 了 多 项 式 的 泰勒 公式 , 
2 nm 
fat)= fo) + hf (0) + ++ a) (9) 


因为 = 次 多 项 式 的 n 十 1 次 导数 是 零 ， 所 以 公式 (9) 就 自然 而 然 地 
结束 了 . 
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如 上 所 述 ， 公 式 (9) 不 过 是 把 一 个 关于 a+ 户 千 的 多 项 式 ， 经 
初等 代数 整理 而 化 为 关于 天 其 的 一 个 多 项 式 . 


b. 非 多 项 式 函 数 的 泰勒 公式 


和 牛顿 和 他 最 亲近 的 弟子 勇敢 地 把 公式 (9) 用 到 了 非 多 项 式 薄 
数 , 对 这 种 非 多 项 式 函 数 来 说 ， 展 开 式 并 不 自动 地 在 第 n 项 结束 ; 
他 们 简单 地 代 之 以 允许 ”趋向 于 无 穷 ， 以 后 将 验证 这 种 处 理 办 法 
对 许多 重要 的 特殊 函数 是 合理 的 . 

假设 函数 f 在 包含 和 a + 的 一 个 区 间 里 至 少 ”次 可 微 ， 
我 们 当然 不 能 再 把 f(a + 下) 写成 像 公 式 (9) 那样 用 的 有 穷 次 篆 
构成 的 表达 式 ， 而 必须 通过 一 个 附加 的 “ 余 项 ” R 进行 修正 . 我 
们 暂且 试探 性 地 把 它 写成 


fb) = fla +h) 


= (0) + Rf (GO) tt Na) + Ra (10) 


事实 上 ， (10) 只 不 过 是 校正 式 余 项 Rs 的 一 个 定义 ， 并 且 指 出 当 
对 一 oo 时， 希望 Es 变 小 而 趋 于 堆 ， 如 果 这 个 余 项 确实 趋 于 零 ， 那 


么 公式 (10) 在 mn - oo 时 的 极限 就 导出 了 f(z) 的 一 个 表 成 三 的 天 
穷 守 级 数 的 展开 式 
Fath) = fo) +hf (0) + + fo) + 11) 
于 是 关键 性 的 问题 在 于 寻求 余 项 Rs 的 估计 式 ， 以 便 能 够 严格 
地 揭示 出 关于 h 的 n 阶 有 限 泰勒 多 项 式 
wyola) ,, 
Th = > en . (12) 


作为 泰勒 表示 的 精确 度 ， 以 及 当 nn 一 oo 时 取 极 限 的 合理 性 .这 个 
问题 的 难度 远 远 超过 了 在 5.3a 这 一 节 里 代数 处 理 的 难度 ， 秦 勒 多 
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项 式 Tn(h) 是 fla + 在 这 样 意义 下 的 一 个 近似 式 ， 即 在 h=0 处 
不 但 烽 数 T, 和 f 而 县 它们 的 直到 ” 阶 的 导数 都 相 重合 ， 使 得 差 
Rn = f 一 Tx 连同 它们 的 前 n 阶 导数 在 z = o 一 起 变 为 零 


5.4 余 项 的 表示 式 及 其 估计 


a, 柯 西 和 拉 格 朗 日 余 项 


余 项 RE。 的 一 个 直接 的 表示 ， 使 得 我 们 有 可 能 对 它 的 绝对 什 
|Rn| 作出 估计 ,这 是 泰勒 定理 的 核心 。 这 些 结果 容易 根据 微分 中 值 
定理 而 得 到 ， 此 外 它们 还 与 用 微分 作 函 数 的 线性 近似 有 关 (参看 
第 201 页 ). 

首先 让 我 们 再 一 次 考察 一 下 这 个 近似 式 . 

在 点 4 处 的 导数 的 定义 仅仅 是 说 ftat+h) = f(0) ++hf'(a) 二 he, 
这 里 当 产 一 0 时 *e 一 0. 只 要 假定 不 仅 了 而且 产 在 区 提 J 里 存 
在 并 且 是 连续 的 ， 我们 就 能 够 肯定 。 确实 至 少 和 产 同 阶 ， 从 而 得 到 
稍微 精确 一 些 的 近似 表达 式 ， 如 果 我 们 再 一 次 记 a 十 hh 二 b， 由 


= fa) + (b — oa)f'(0) + (13) 


引入 一 个 余 项 召 ， 我 们 就 可 以 得 到 上 述 关 于 s 的 估计 . 现在 把 5 看 
成 是 固定 的 ， 把 初始 点 & 看 成 是 变量 .方程 (13) 在 了 中 把 总 定义 
为 a 的 函数 ， 对 上 式 两 边 取 a 的 导数 ， 因 为 左边 的 f(b) 是 常量 ， 
故 导 数 为 零 ， 对 右边 应 用 两 个 函数 乘积 的 微分 法 则 ， 就 证 明了 


0= fa) —- fo) + Bo)" (a) + F(a), 
从 而 得 到 
-Rl(a) = ba)f"(a). (14) 
现在 , 对 。 =b 我 们 显然 有 RR(b) = 0. 由 微 商 中 值 定理 {R(a) 一 R(6)]/ 


他 一 外 二 一 R(&) ,其 中 是 未 被 指明 的 介 于 a 和 5 中 间 的 一 个 值 ; 
由 于 R(B) = 0 ,我们 由 此 断定 Rla) = 一 (8 一 a) x RE) = -khR(8). 
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现在 由 (14) 有 R'(&) = 一 (b 一 1"(6), 而 由 于 所 一 引 和 二， 所 以 
(| < (8) 因为 | 产 仆 计 在 围绕 a 的 一 个 区 间 里 是 有 界 的 , 
最 后 我 们 得 到 一 个 估计 式 ， 它 指明 余 项 或 “误差 ” RB 关于 至 少 
是 二 阶 无 穷 小 : 

[Ra)| < 生产 全 中 (15) 


我 们 现在 从 = 1 的 特殊 情形 转向 任意 阶 n 的 情形 . 可 直接 用 
与 n==1 的 情形 相同 的 方法 来 描述 余 项 R. 假定 a。 和 5 二 a+h 是 
区 间 J 里 的 点 ， 在 这 个 区 间 中 f(z) 有 定义 并 直到 n+1 阶 连续 可 
微 、 把 a 看 作 自 变量 ， 而 终点 5 保持 固定 ， 在 第 498 页 定义 Ra(a) 
的 公式 (10) 里 ， 我 们 用 5 一 a 来 代替 大 求 导数 ， 并 考虑 到 jb) 是 
常数 ， 根 据 乘积 的 微分 规则 我 们 就 发 现 ， 几 乎 所 有 的 项 都 抵消 了 ， 
剩 下 的 只 是 公式 : 

EA (16) 
对 区 间 里 的 每 个 值 都 成 立 .因为 对 于 “二 5 余 项 R, 是 零 , 所 以 
这 个 把 Rs 的 导数 直接 表 为 a 的 画 数 的 表达 式 完全 刻 划 了 Rn: 反 
它 表 成 了 积分 '” E(t)dt = 了 本 (tjdt, 也 就 是 


= /全 OE ptrd(e)gt. (17) 


这 是 全 项 的 个 精 克 的 积分 表 式 
余 项 B, 的 一 个 类 似 于 上 述 m = 1 时 所 得 到 的 司 计 ， 可 以 对 通 
过 公式 (16) 应 用 微分 中 值 定理 而 直接 得 到 |: 


Rn(@)— Rlb) _ Rnla) _ 


ptey — C—O panty) 
一) 一 全 or 人 


Ru) = -SPE pentd(e), G8) 


其 中 上 是 介 于 a 和 8 之 税 而 未 被 指明 的 一 个 适当 的 中 间 值 . 对 表达 
式 (17) 应 用 积分 中 值 定理 ， 也 能 得 到 相同 的 估计 式 (第 二 章 第 159 
抽 ). 

余 项 的 柯 西 (Cauchy) 形 式 . 如 果 我 们 定义 ££=a+9h=a+9 
(4 一 a), 就 得 到 泰勒 公式 (10) 里 的 余 项 的 柯 西 形式 


hn+tl 
Res(a) = (1 — 0)"ft D(a + 0h), (19) 


其 中 8 是 0 和 工 之 问 的 一 个 未 指明 的 量 . 

对 余 项 Rn 的 积分 形式 (17) ， 我 们 也 能 用 积分 学 的 推广 了 的 
中 值 定理 ( 见 第 160 页 ) ， 取 表达 式 p( = 包 一 ”作为 “ 权 函 孝 "， 
这 个 函数 在 整个 积分 区 同上 都 不 变 号 . 这 样 就 有 


a n+1 
Cte). (20) 


b 
R= Be) f 0- 0nd = 
余 项 的 拉客 朗 日 (Lagrange) 形式 . 再 次 令 € = 。+ 9h 就 得 到 
余 项 的 拉 格 朗 日 形式 


Rn(0) = rf "tH (a + Oh), (21) 


hr™+1 
(n+1) 
其 中 9 是 满足 0<9 < 1 的 一 个 适当 的 数 ， 拉 格 朗 目 形式 特别 具有 
启发 性 ， 因 而 更 经 常 地 被 应 用 ， 因 为 它 使 得 公式 

2 
flath) =f(0)+ 7) + fe) + 
FV) + + BR (2) 

的 余 项 R。 ， 看 起 来 很 像 是 在 展开 式 (22) 里 以 更 高 一 阶 出 现 的 项 
hrtl， fln+l)(g)/(n +1)!， 只 是 自 变 量 a 被 中 间 值 ws 十 8 代替 册 
7. 


1) 对 于 p(t) 为 正 的 情形 广义 中 值 定理 已 证 明了 ,而 当 p(t) 在 整个 积分 区 间 是 负 的 
时 候 ， 它 也 完全 同样 适用 ， 
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车 函数 了 的 n+1 阶 导数 1*+1 在 包含 点 4 的 一 个 闭 区 间 里 
是 连续 的 ， 则 量 |f("+9(6)| 就 有 一 个 固定 的 界 M. 于 是 ， 因 为 


n+l1 
[Ra < -二 M 


(n+1)! 
所 以 对 于 固定 的 ” 泰勒 多 项 式 Pa(h) 给 出 了 晴 数 f(a 十) 的 一 个 
近似 式 ， 其 误差 关于 h 的 阶 至 少 是 ”十 1. 
我 们 的 兴趣 主要 将 针对 这 样 的 问题 ， 当 增加 时 余 项 Rn 是 否 
趋 于 零 . 如 果 趋 向 于 零 ， 我 们 就 说 阔 数 展 成 了 一 个 无 穷 的 泰勒 级 数 


2 
Je+ 月 = 四 + 立 Pa + 0) 


h? 
+ 0) + (23) 


特别 是 ， 若 先 令 5 = 0 ， 而 后 把 疡 改写 成 > ， 我 们 就 得 到 “ 徊 级 
数 ” 


2 
fz) = f0) + TOO + HO + 


我 们 将 在 第 5.5 节 里 讨论 一 些 例子 . 
这 个 对 于 回 定 的 n 的 有 限 的 .并 带 有 余 项 的 泰勒 展开 式 (22) ， 

在 应 用 上 同样 是 重要 的 . 在 这 个 公式 里 ， 如 果 我 们 令 hh 趋 于 鹤 ， 并 
用 第 三 章 第 301 页 上 的 术语 ， 我 们 就 可 以 说 ， 级 数 的 各 项 就 都 以 关 
于 & 的 不 同 的 阶 趋 于 零 ， 在 泰勒 级 数 里 ， 表 达 式 f(a) 表示 零 阶 的 
项 ， 表 达 式 hf'(a) 表示 第 一 阶 的 项 ， 表 达 式 如 J"(a)/21 表示 二 阶 
的 项 ， 等 等 . 我 们 从 余 项 的 形式 看 到 ， 在 展开 一 个 函数 直到 第 n 阶 
项 时 ， 就 形成 一 个 误差 ， 当 趋 于 零 时 ， 这 个 误差 趋 于 零 的 阶 数 为 
m 十 1, 点 a 十 产 越 接近 于 点 和 ， 函 数 f(a 十 有 用 近似 多 项 式 Pn(h) 
来 表示 就 越 好 .在 一 些 最 重要 的 情况 下 ， 在 z 的 一 个 邻 域 里 ， 这 个 
近似 表达 式 能 够 由 增 大 ” 值 而 得 到 改进 . 
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b. 泰勒 公式 的 另 一 种 推导 法 


泰勒 定理 中 余 项 RR 的 积分 表示 式 (17) 是 以 ,的 公式 (16) 
为 基础 的 ， 由 于 这 个 定理 的 重要 性 ,我 们 在 这 里 从 另 一 角度 再 给 出 
一 种 推导 法 ， 由 公式 


b 
/的 -Ha = f ru (24) 
出 发 ， 经 反复 运用 分 部 积分 法 而 直接 导出 余 项 Rs 的 表达 式 
为 了 通过 逐次 分 部 积分 来 变换 (24) ， 我 们 按照 关系 式 
polt) =1, tlt) = pi(t) (25) 
和 条 件 
各国 =0 (v2 (26) 
来 引进 函数 
人 th)， pz(t), | p(t), “ls 
其 中 5 作为 固定 的 参数 ， 很 清楚 ， 条 件 (25) 和 (26) 逐步 地 确定 了 
所 有 的 u(t). 容易 直接 地 验证 ， 加 (t) 刚好 是 多 项 式 
$= Le 


我 们 顺便 注意 一 下 ， 函 数 各 是 通过 反复 积分 逐个 产生 的 ， 积 
分 常数 留 下 待定 ， 所 以 定义 条 件 (25) 也 能 够 被 用 满足 另外 一 组 边 
条 件 (26) 的 函数 所 满足 ( 见 第 211 页 ). 

因为 各 (to = -Dr 人 8 一 og)*/v! 而 加 (6) =0， 我 们 得 到 


b b 再 
/图 -7 四 = 三 加 7 本 = | gf a= f bra 
对 最 后 一 项 再 次 进行 分 部 积分 ， 就 得 到 
5 
FO-f0) = (0-0 f spre 


= -of + CBM)+ {bapas 


5803 


把 这 个 过 程 反复 进行 n 次 就 有 


=) gro)+. 


f(b) — fla) =(b — of (0) + 
+ Oe) in) (a) + fn "on (tf "+t (dt 


地 一 > 一 一 一 (oa ) 十 … 


十 Co 十 五， 


=(6— of (a)+ 


其 中 按照 加 的 定义 ， 
忆 人 
至 -/ firt (ry 他 9 dt 


这 样 我 们 就 再 一 次 证 明了 ， 
闪 和 定 理 如 果 一个 笋 7(0 在 外 他 一个 多 区 同上 
训 开 第 n+ ! 埠 兴 续 可 党， 敢 4 


+ 也 


f(6) = f(a) + (6— af (a) t+ of (a) + R, 


其 中 余 式 有 依赖 于 ma 和 8，。 并 由 表达 式 
R.= 广 人 tf (td (0 (27) 


给 出 . 
把 记号 改 一 改 , 我 们 就 得 到 泰勒 公式 的 另 一 个 稿 微 不 同 的 表达 
式 ， 把 < 换 成 z,b 换 成 z 十 h ， 我 们 就 有 


fl(z +h) = fF(7) + hf'(z)+ .+ f(z) +R,, (27a) 


其 中 


% 十 所 


R= (z+h—t)"f"tD (dt 


nl 
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或 用 t=74+ 7 
R, = 方 f (h—r)"f"t) (y+ rT)dr7. {27b) 
如 果 我 们 令 z =0 并 且 把 天 改写 成 > ， 我 们 就 得 到 4 


Fn) 一 所 0) + 区 70) 十 本 天 (0) 二 


+ 7/0) + Rn (27o) 


其 中 余 式 为 
R= ihe -tf "HD (dt. 


对 这 个 积分 应 用 积分 学 中 值 定理 或 它 的 推广 的 形式 , 就 分 别 导出 余 
项 的 柯 西 公式 


Rn = 


(1 = z"™tl f(rtl) (gx) 


和 和 拉 格 朗 日 公式 


LT" 


G0) 


Re, = 


间 以 前 (第 500 页 ) 证 明了 的 一 样 . 

这 里 8 是 一 个 满足 0 < 6 < 1 的 适当 的 未 指明 的 数 (两 个 公式 
中 的 8 并 不 相同 }， 

作为 一 个 练习 ， 读 者 应 自己 构造 内 ， 使 它 满足 (25) ， 而 边 条 
件 (26) 将 代 以 关系 式 


上 p(tjat =0 (v>1) 


( 见 第 八 章 ， 附 录 A). 


1) 定理 的 这 个 特殊 情形 有 时 称 为 马克 劳 林 (Maclaurin) 定理 是 不 符合 历史 的 ， 素 
勒 的 一 般 定 理 在 1715 年 已 公开 发 表 ， 而 马克 劳 林 的 特殊 结果 却 在 1742 年 
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5.5 初等 函数 的 展开 式 


前 面 所 得 的 一 般 结论 容许 我 们 将 简单 的 初等 函数 展开 成 泰勒 
级 数 . 其 他 函数 的 展开 式 将 在 第 七 章 中 讨论 , 


a。 指数 函数 


首先 我 们 展开 指数 函数 f{z) = e*， 在 这 个 情形 下 ， 所 有 的 导 
数 都 和 f(z) 相同 ， 并 且 对 x = 0 其 值 都 是 1. 根据 拉 格 朗 日 的 余 项 
形式 (第 501 页 ， 2 立即 得 到 公式 : 


了 em 十 上 
e =1+ 卫 + 车 + 要 二 -十 2 0<D<l1， 


gz 
可 m+ ， 


如 果 我 们 现在 令 n 无 限 增 大 ， 那 么 对 于 任何 一 个 国定 的 > 值 ， 余 
式 Rn 都 趋 于 零 、 为 了 证 明 这 一 点 我 们 首先 注意 到 cee < elel( 因 为 
人 是 单调 增加 的 函数 ) 令 m 是 大 于 ?lz| 的 任 一 整数 ， 则 对 所 有 的 
>m 都 有 |z|/k < 三 ， 因 而 


zs™ |_ | 名 | |z| 
n+ ml m+l nn 十 1 
{re™| 1 [2z|™ 1 
Sm mi mam 
压 以 |2 Ee 1 
I 
[Rl < - elsl. pz 


因为 右边 的 前 两 个 因子 与 1 无 关 而 当 m” 一 co 时 1/22 一 0， 我 
们 的 命题 就 被 证 明了 . 
于 是 函数 e” 就 可 以 天 成 一 个 无 穷 级 数 : 
zz2 3 


外 
多 一 一 一 一 er 
已 一 1 十 本 十 页 十 亲 十 
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这 个 展开 式 对 所 有 的 x 都 正确 . 特别 是 对 zx = 1 我 们 义 得 到 第 一 章 
里 用 以 定义 数 。 的 那个 无 穷 级 数 (参看 第 84 页 )， 

当然 ， 对 于 数值 计算 ， 我 们 必须 用 带 有 余 项 的 秦 勒 定理 ， 例 如 
以 z= 1 作为 例子 (与 第 85 页 上 的 相似 的 计算 比较 ) 我 们 有 


1 1 1 er 
< 一 1 二 1 十 机 十 可 + 十 两 十 页 二 于 
如 果 我 们 想 要 计算 e 而 要 求 误 差 至 多 为 1/10,000 ， 我 们 仅 需 黎 选 
择 足 够 大 的 n ， 使 得 余 项 小 于 1/10,000 ， 因 为 这 个 余 项 必定 小 于 
3/{n 十 1)!， 选 择 n =7 就 够 了 ， 因 为 8! > 30, 000. 这 样 我 们 就 得 
到 e 的 近似 值 e = 2.71825 ， 其 误差 小 于 0.0001. 


b. sin x, cos x, sinh 2, cosh x» 的 展开 式 


对 于 郑 数 sin c, cos ,sinh z,coshz 我 们 得 到 以 下 的 公式 : 


f(x) = sin% cosz sinhx coshz, 
f(z}= cosr ~—sins coshz sinhz, 
f"(x)]= -sint —cosz sinhz coshz, 
f(x}= ~cost sinz coshx sinhz， 
fz)= sins cosz sinhz coshz. 


可 见 ， 对 sinz 和 sinhx 的 关于 zx 的 近似 多 项 式 ，z 的 偶 次 里 的 系 
数 为 零 ， 而 对 cosz 和 cosh zx,z 的 奇 次 徊 的 系数 为 零 . 
当 我 们 用 余 项 的 拉 格 朗 日 形式 (21) 时 (第 501 页 ) ， 上 述 聘 数 
的 泰勒 级 数 取 以 下 的 形式 
v3 x (—1)"w2"+1 


me tn 


1) 这 里 我 们 利用 了 e < 3 这 个 事实 ， 这 可 以 从 。 的 级 数 得 出 (参看 第 84 页 } ， 因 
为 1/nt < 1/2™-! 总 是 正确 的 ， 所 以 
1 


i 十 1 十 一 
<1+1+3 


1 
一 "一 工 
十 地 十 十 
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(一 1)z+lz2n+3 cos(O%) 


【2m + 3)! ’ 
好 z (—1)"e2" 
osmol tt 
(—1)"+1ig2"+2 cos(gz) 
(2m + 2)! ’ 
| zp3 5 Zz2n+1 
sinhz 一? 十 本 十 可 十 十 (1 
2Z2n+3 cosh(Obr) 
{2 +3) “ 
x.4 zn 
cosh x = -1+ 瑟 十 于 tt tant 
22n+2 coshfgz) 
(2n 十 2)1 


当然 ， 在 四 个 公式 里 的 每 一 个 当中 ， 9 表示 区 间 0 <8 < 1 上 不 同 
的 数 ， 此 外 4 还 依赖 于 n 和 x. 因为 在 这 些 公式 中 的 每 一 个 里 当 m 
增 大 时 余 项 都 趋 于 零 ， 这 恰恰 和 es 所 看 到 的 情形 完全 相同 ， 所 以 
我 们 就 能 够 使 近似 要 怎样 精确 就 可 以 怎样 精确 . 这 样 我 们 又 得 到 由 
个 无 穷 级 数 ， 它 们 对 所 有 的 x 都 成 立 ; 


ar > i 
meet + 后 + -> EE 
hlt 和 + 第 +- 


后 两 个 也 可 以 根据 双 曲 消 数 的 定义 ( 见 第 256 页 ) 从 e? 的 级 数 展 开 
式 得 到 . 
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<. 二 项 式 级 数 


我 们 不 讨论 已 经 在 第 5.2 节 直 接 推 导 过 的 函数 log(1 + z) 和 
arctanz 的 泰勒 级 数 了 ， 但 是 我 们 将 着 手 处 理 任意 指数 的 广义 的 二 
项 式 定理 ,这 是 牛顿 的 数学 发 现 中 最 引 人 注 意 的 一 个 . 我 们 希望 展 
开 函 数 f(x) = (1 十 x)? 成 泰勒 级 数 ， 其 中 x > -1， 而 a 是 一 个 任 
意 的 数 ， 正 的 或 负 的 ， 有 理 的 或 无 理 的 . 我 们 选择 薄 数 (1+ 4)” 以 
代替 z” ,因为 对 后 者 来 说 在 z = 0 并 非 所 有 的 导数 都 是 连续 的 , 除 
非 a 为 正 整数 值 的 这 种 明显 的 情形 .首先 我 们 计算 f(z) 的 导数 ， 


得 到 
fr(z) = al1+ zja-l 
jz)= aa 一 DGL+aje-2 


fz) =aa—1).- {ev+1)(l+ ee)". 
特别 是 ， 对 > = 0 我 们 有 
四 =a 天 (0 一 aa 一 区， 
f°0 = afae 一切 (ae 一 > 十 世 . 
于 是 泰勒 定理 就 写成 为 
(1+ x)” =1+az+ SETH +. 
+ ala — D(a 2 (antl 


十 五 
nl 


收敛 性 

我 们 还 必须 讨论 余 项 ， 这 个 问题 并 不 很 困难 , 但 也 并 不 像 前 面 
已 探讨 过 的 那样 简单 . 我 们 一 方面 将 直接 得 到 余 项 的 一 个 估计 ， 另 
方面 也 将 作为 A.4 节 里 一 般 结果 的 特殊 情形 . 这 将 允许 我 们 断定 


le| < 1 时 二 项 展开 式 的 余 项 必 趋 于 零 ， 因 此 表达 式 (1 十 2)* 可 
以 展 成 一 个 无 穷 级 数 


Cr 
{L 十 2 和 一 1 工 十 Tr?+ 


-二 (7)> 


ata—1) 3 
2 
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其 中 为 了 简洁 ， 我 们 引进 了 广义 二 项 系数 
(?)= Qala—1)..'(a—-v+l 


y 7 ) (v > 0) 


(5)= 


“ 为 了 直接 证 明 在 -1 < x < 1 的 情形 下 当 ”一 oo 时 余 项 
Rn 一 0, 我 们 选用 余 项 的 柯 西 形式 (19)( 第 501 页 ) : 


R, = nt giot (Gr) 
=0 -0 alo — 1)(e— 2)..- 
,os (a _ njz"™+t(1 十 LE 1 
(0 万 9 <1). 因为 |z| <1 我 公有 0< (1 下/(1+92) <1, 所 以 
[Ra < (1+ bz) azl| (1 — 他)a| |Q- 半 )z|… 
[i 

-9 
存在 一 个 数 g 满足 |r| < 9 <1. 那么 显然 也 满足 

I- 襄 )s| < 
只 要 mm 足够 大 ， 壁 如 说 m > NN. 这 样 ， 对 n>NN 就 有 

| 已 | < (1+ 085)° lal(l + la ”a™™, 
其 中 因子 (1 十 xz9)*-! 是 有 界 的 (如 果 a > 1, 以 2*-! 为 界 ， 如 果 
<1 以 (全 一 "7! 为 界 )， 所 以 R, 一 0. 
对 表达 式 (a 十 旭 * 可 给 出 一 个 稍微 广泛 些 的 公式 . 我 们 只 要 提 


出 因子 ae 并 且 对 z = ba 应 用 二 项 展开 式 ， 则 对 a。>0 和 上 <a 
得 到 


(a + Db)° =a°(1 十 二 ) 


一 on 1+o + oe (二 六 + 
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5.6 几何 应 用 


一 个 函数 f{z) 在 z = a 的 一 个 邻 域 里 的 性 状 ， 或 者 说 给 定 的 
曲线 在 它 的 一 个 点 的 邻 域 里 的 性 状 ， 可 以 借助 于 泰勒 定理 详细 地 加 
以 刻 划 ， 因 为 这 个 定理 允许 我 们 对 邻近 的 点 x = a 十 h 把 函数 的 增 
量 分 解 成 的 一 阶 ， 二 阶 等 量 的 和 . 


a. 曲线 的 接触 
商 阶 接触 


如 果 在 x = a 点 ， 两 条 曲线 y = f(z) 和 y= g(z) 相交 且 有 公 

共 的 切线 ， 我 们 就 说 这 两 条 曲线 相互 接触 或 有 第 -- 阶 接触 . 在 这 种 

情形 下 ， 函 数 f(a + hh) 和 g(a 十) 的 泰勒 展开 式 关 于 只 具有 相同 

的 零 阶 项 和 -一 阶 项 ， 若 f(z) 和 g(x) 的 二 阶 导数 在 z = a 点 也 彼此 

相等 ， 我 们 说 这 两 条 曲线 有 二 阶 接触 .这 时 ， 了 和 9 的 泰勒 展开 式 

二 阶 的 项 也 将 ~… 臻 ， 如 果 我 们 假定 两 函数 至 少 三 阶 可 微 ， 那 么 差 
D(z) = f(2) ~ g(2) 


能 够 表示 成 以 下 的 形式 : 


D(a+) = (e+ 问 一 ga 二 关 
h3 hn 
= TD (e+) = 有 有 月， 

其 中 表达 式 F(h) 当 h 趋向 于 零 时 趋 于 fa) - gw(aj， 因此 ， 差 
D(a +) 趋 于 零 关 于 h 至 少 是 三 阶 的 . 

我 们 能 够 用 这 种 方法 来 讨论 一 般 的 情形 ， 这 时 f(z) 和 gz) 的 
素 勒 级 数 直到 第 n 阶 项 都 一 致 ， 即 ， 

f(a) = go), fo) = 9 0), (0) = g(a). 

我 们 假定 第 ”+ 1 阶 导数 是 连续 的 .在 这 些 条 件 下 ， 由 我 们 的 两 个 
函数 定义 的 曲线 就 说 是 在 z = a 点 有 n 阶 接触 ， 这 时 这 两 个 函数 
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的 差 有 以下 的 形式 : 
Dla+h)= flat+h)— g(a bh) 


= Dntd(a+ 0h) 
(n+1)! 
hn™+l 
TD 
其 中 因为 0<9<1, 量 F( 有 = DmtD(g + 9h) 当 h 趋 于 零 时 
趋 于 Fl"+b(a) 一 getu(a). 从 这 个 公式 我 们 看 到 ， 在 此 接触 点 上 卷 
ffz) 一 g(x) 趋 于 零 至 少 是 +1 阶 . 


Flh), 


5.1 ”ez 的 密切 抛物 线 


由 等 式 
Plz) = fa 一 


定义 的 泰勒 多 项 式 在 几何 上 由 这 样 一 个 % 阶 “抛物 线 ” 来 刻画 ， 它 
在 给 定 的 点 上 对 给 定 函 数 的 图 形 具有 最 大 可 能 的 接触 . 因此 这 些 抛 
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FO + et fe) 


物 线 有 时 称 为 密切 (osculating) 抛 物 线 ( 仅 当 n= 2 时 这 些 曲线 才 
是 普通 意义 下 的 抛物 线 )， 

图 5.1 显示 出 函数 y= e? 在 z=0 点 的 最 初 三 条 密切 抛物 线 . 

在 z=a 点 有 m 阶 接触 的 两 条 曲线 y= f(x) 和 y= g(x)， 也 
可 能 有 更 高 阶 的 接触 ， 也 就 是 说 ， 等 式 Fn+lifa) = gmn+D(a) 可 能 
也 是 正确 的 ， 如 果 不 是 这 种 情形 ， 若 Fi"+0(a) 关 gt"+9 (a), 我 们 就 
说 接触 的 阶 恰好 是 2). 

人 阶 接 创 或 用 阶 按 角 

由 公式 同样 也 由 于 直观 ， 我 们 指出 一 个 值得 注意 的 事实 ， 它 常 
常 不 为 初学 者 所 注意 ， 设 两 条 曲线 的 接触 怡 好 是 偶 阶 ， 也 就 是 说 , 
所 讨论 的 两 个 函数 的 开头 的 某 n 个 (偶数 ) 导数 都 在 所 考虑 的 点 上 
具有 相同 的 值 ， 而 第 ”+ 1 阶 导数 则 不 同 .， 那么 对 于 4 的 小 的 正 值 
和 负 值 ， 上 述 公 式 表 上 明 f(s 二 一 g(a 十 各 这 个 差 有 不 同 的 符号 . 于 
是 这 两 条 曲线 在 接触 点 上 相 交叉 例如 ， 若 第 三 阶 导 数 有 不 同 的 
值 ， 则 二 阶 接触 就 出 现 这 种 情况 .与 此 相反 的 是 ， 接 触 的 阶 恰好 是 
奇 次 的 ， 例 如 ， 一 -个 通常 的 一 阶 接触 ， 就 意味 着 对 所 有 用 较 小 的 数 
表示 的 h 值 ， 不 管 正 的 或 者 负 的 ， f(a 十 有一 gla 十 hh) 这 个 差 都 具 
有 相同 的 符号 ， 因此 两 条 曲线 在 接触 点 的 一 个 邻 域内 不 相交 叉 . 最 
简单 的 例子 是 一 条 曲线 和 它 的 切线 的 接触 . 仅 在 接触 至 少 是 二 阶 的 
一 些 点 上 切线 才能 与 曲线 交叉 ; 而 当 接 触 的 阶 是 偶数 时 它 就 真正 穿 
过 曲线 .例如 ，-- 个 通常 的 拐点 ， 那 里 J/"{z) = 0 但 f(z) 关 0. 在 
接 租 的 阶 是 奇数 的 点 上 ， 切 线 不 会 和 曲线 交叉 ， 作 为 一 个 例子 ， 在 
一 个 二 阶 导数 不 为 零 的 曲线 通常 的 点 上 ， 例 如 ， 曲 线 y = z2 在 原 
点 处 就 是 这 样 . 

我 们 从 第 四 章 的 第 405 页 里 知道 ， 对 于 由 函数 y = g(z) 在 
z=a 的 一 个 邻 城 里 给 定 的 在 点 x = a& 处 的 曲率 呵 ， 我 们 不 仅 有 
{90) = f(@) 和 g(a) = f(a) ， 而 且 也 有 g(a) = f(a). 因此 曲率 

1) 两 条 曲线 的 接触 的 阶 是 一 个 真正 的 几何 关系 ， 它 是 不 受 轴 的 转动 的 影响 的 ， 这 一 
事实 很 容易 用 转轴 公式 来 证 实 ( 务 看 第 四 章 第 406 页 ). 
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圆 同 时 也 是 在 所 讨论 的 曲线 的 一 点 处 的 密切 贺 ， 就 是 说 ,在 那个 点 
处 和 曲线 有 二 阶 接触 的 一 个 圆 就 拐点 的 极限 情形 而 论 ， 或 一 般 说 
来 ， 在 这 个 点 曲率 是 零 而 曲率 半径 是 无 穷 大 时 ， 曲 率 圆 就 退化 成 切 
线 、 就 正常 情形 说 来 ， 当 可 讨论 点 处 的 接触 不 是 高 于 二 阶 时 ， 则 曲 
率 圆 不 仅仅 与 向 线 接触 ， 而 且 与 它 交 叉 (参看 第 403 页 图 4.23). 

最 后 要 提 一 提 , 接触 的 阶 恰恰 是 m 可 以 这 样 描述 : 两 条 曲线 有 
m+1 个 无 限 接近 的 公共 点 , 自然 这 样 陈述 的 精确 意义 显然 要 涉及 到 
极限 过 程 . 事实 上 如 果 这 些 曲 线 共有 m+1 个 共同 点 五 五 
令 所 有 的 点 户 趋向 于 了， 必要 时 可 以 仅 更 改 曲 线 中 的 一 个 ， 那 么 
极限 状态 必然 如 所 期 望 的 ， 就 是 两 条 曲线 具有 mm 阶 接触 ， 例 如 ， 
如 果 我 们 在 曲线 C 上 画 一 个 圆通 过 三 个 点 己 五 , 孔 , 而 后 令 五 和 
己 趋向 于 P， 就 能 看 到 这 圆 趋 向 于 C 上 一 点 处 的 项 率 圆 (参看 第 
488 页 上 的 问题 和 9. 


b. 关于 相对 极 大 值 和 相对 极 小 值 的 理论 


我 们 在 第 三 章 第 286 页 已 经 看 到 ,一 个 在 z = 4 点 一 阶 导数 为 
零 的 函数 f(z) ， 如 果 f"(a) 是 负 的 ， 则 在 这 个 点 有 一 个 相对 的 极 
大 值 ， 如 果 f”(a) 是 正 的 ， 则 有 一 个 相对 的 极 小 值 . 因此 ， 这 些 条 
件 是 发 生 极 大 信 或 极 小 什 的 充分 条 件 ， 它们 决 不 是 必要 的 ; 因为 当 
f"{a) = 0 时 有 三 种 可 能 在 所 讨论 的 点 上 孙 数 可 以 有 极 大 值 或 极 
小 值 或 二 者 都 没有 ， 在 点 2 = 0 处 丽 数 y= 一 24,y = 2 和 ,和 Y= 
给 出 了 这 三 种 可 能 的 例子 . 泰勒 定理 立即 使 我 们 能 够 对 极 大 值 或 极 
小 值 的 充分 条 件 作 一 个 一 般 的 陈述 , 我 们 只 须 展开 函 数 f(s 十 hh) 成 
的 靠 ， 这 时 ， 问 题 的 关键 是 看 第 一 个 非 零 项 是 h 的 偶 次 宕 还 是 奇 
次 寡 . 在 第 一 种 情形 下 我 们 有 一 个 极 大 和 值 或 一 个 极 小 值 , 随 六 的 系 
数 是 正 的 或 者 是 负 的 而 定 ; 在 第 二 种 情形 下 我 们 有 一 个 水 平 的 扭转 
切线 .因而 ， 既 设 有 极 大 值 也 没有 极 小 值 . 用 余 项 的 公式 读者 可 自 
行 完成 论证 1 . 

1) 然而 ， 以 前 给 出 的 必要 和 充分 条 件 (第 271 页 } 在 应 用 上 弟 一 般 、 更 便利 ， 只 要 


一 阶 导 数 f"(z) 仅 在 有 限 个 点 上 为 零 , 在 这 些 点 中 的 一 个 发 生 极 大 值 或 极 小 值 的 充分 和 
必要 条 件 是 ， 当 曲线 通过 此 点 时 ， 一 阶 导 数 '(z) 变 号 . 
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附 录 1 


A.L1 不 能 展 成 泰勒 级 数 的 函数 的 例 


通过 一 个 具有 +1 阶 余 项 的 泰勒 级 数 来 表示 一 个 函数 的 可 能 
性 本 质 上 依赖 于 这 函数 在 所 讨论 的 点 处 的 连续 性 和 可 微 性 . 鉴于 这 
个 道理 ， logz 不 能 用 z 的 寡 表 示 成 一 个 泰勒 级 数 ， 而 函数 > 去 也 
一 样 ， 因 为 它 的 导数 在 x = 0 点 是 无 穷 的 . 

者 要 一 个 函数 可 能 展 成 一 个 无 穷 的 泰勒 级 数 , 它 的 所 有 阶 导 数 
都 必须 在 所 讨论 的 点 处 存在 ; 然而， 这 个 条 件 决 不 是 充分 的 . 一 个 
函数 的 所 有 导数 在 整个 区 和 间 存 在 并 且 连 续 , 仍旧 不 一 定 能 展 成 一 个 
泰勒 级 数 ; 也 就 是 说 ， 不 管 我 们 所 要 展开 函数 的 区 间 如 何 小 ， 索 勒 
定理 的 余 项 品 , 未 必 随 n 增加 而 趋 于 零 . 

这 个 现象 的 一 个 重要 而 又 简单 的 例子 是 函数 


y= f(x)=e-W* 对 ro0,1(0) =0. 
这 在 第 三 章 第 272 页 的 附录 中 我 们 已 经 考虑 过 . 这 个 旺 数 和 它 的 所 
有 导数 在 每 个 区 间 甚 至 在 = = 0 点 都 是 连续 的 ， 并 且 显 而 易 见 ， 在 
这 个 点 所 有 导数 都 为 零 ， 即 对 n 的 每 一 个 值 19(0) = 0.( 几 何 上 就 
是 说 ,直线 y = 0 在 = = 0 点 和 函数 的 内线 有 无 穷 阶 接触) 因此 


在 泰勒 展开 式 
Tp 2 
f(0) + Tf 0O + 林产 0 二 … 


里 , 不论 = 取 什么 值 ， 近 似 多 项 式 P(x) 的 全 部 系数 都 是 零 . 因此 
余 项 始终 等 同 于 函数 本 身 ,而 因为 函数 对 除 x = 0 外 的 每 一 个 其 他 
z 值 是 正 的 ， 所 以 当 n 增加 时 余 项 已 。 不 可 能 趋 于 零 
顺便 说 明 一 下 ， 这 个 函数 对 于 构造 这 样 的 函数 是 有 用 途 的 ， 它 
们 显示 了 在 家 观 上 人 们 所 意 想 不 到 的 现象 、 例 如 
gz) = er sin(1/2), 
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补充 上 g(0) =0， 是 一 个 在 z =0 点 所 有 阶 导数 都 为 零 的 函数 ; 在 
2 三 0 邻近 ，y = 9(z) 的 图 像 与 > 轴 交 叉 无 穷 多 次 ， 并 且 据 动 无 穷 
多 次 . 


A.I.2 函数 的 零点 和 无 限 点 


a. Rn 阶 零 点 


一 个 函数 f(z) 的 泰勒 展开 式 使 我 们 能 够 刻画 一 个 函数 在 一 
点 2 = a 处 消失 的 阶 的 特征 .车 f(a) = 0, F(a) = 0, "(a) = 
0,… ,fm-D(a) = 0, 而 fm (a) 0， 我们 就 说 这 个 函数 f(z) 在 
z 二 a 恰 有 nn 重 的 零点 ， 或 者 说 它 在 = =a 为 零 的 阶 恰好 是 n. 我 
们 明确 地 假设 ,在 这 个 点 的 邻 域 里 函数 至 少 ” 阶 连续 可 微 . 按照 我 
们 的 定义 , 就 意味 着 函数 的 泰勒 级 数 在 这 点 的 一 个 邻 域 里 能 写成 如 
下 的 形式 


flat+h) = EF) = We +Oh),0<0<1, (28) 


当 户 一 0 时 因子 FP(h) = nlf(a + 局 /h" 趋向 于 一 个 不 为 零 的 极限 
f(a). 因此 f(a 十 有) 当 h 二 0 时 与 hr 具有 同样 的 阶 数 ， 或 如 第 
三 章 第 282 页 定义 的 意义 下 ， 至 阶 数 n 趋 于 零 . 

同样 地 , 由 具有 拉 格 朗 日 形式 的 余 项 的 泰勒 定理 展开 导数 f'(z)， 
产 (z), …, f(r) ， 我 们 就 得 到 一 系列 表达 式 
h*-1 下 aa 一 


my -可 Rh) = yr -人 (a + Oh), 


六 (十 各 = 
(29) 


f(a+h) = rf (a+ Oh), 


[OE DA ee) 
其 中 所 有 因子 8 可 以 是 不 同 的 ， 而 因子 只 , 素 …… 丈 当 闫 一 四 时 
连续 地 趋向 于 ou(o. 因此 站 变 为 零 的 阶 数 为 a 一 1 1" 为 a 一 2 
阶 ， 等 等 . 
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当然 ， 在 这 些 公式 里 ， 假 定 了 f(z) 变 为 零 的 阶 数 是 n> v. 
b. vw 阶 无 限 


如 果 一 个 函数 p(z) ， 除 了 z = a 本 身 以 外 ， 在 其 邻 域 里 所 有 
的 点 上 有 定义 ， 并 且 若 $(z) = f(x)/g(z) ， 其 中 在 点 z = a 分 子 不 
为 零 ， 但 是 分 母 具 有 一 个 v 重 零 点 ， 我 们 就 说 函数 gz) 在 z= a 
点 变 成 无 穷 的 阶 数 为 v. 如 果 在 点 xz = a 分 子 有 一 个 p 重 零 点 上 且 若 
上 > v ， 尔 数 就 在 那里 有 一 个 (4 一 v) 虱 零 点 ， 如 果 pj <v; 函数 
就 在 这 个 点 上 有 一 个 (v 一 4) 重 无 限 点 . 

这 些 定义 与 已 经 叙述 过 的 (参看 第 3.7 节 ) 关于 函数 的 特性 的 
约定 相符 合 . 


A.I3 不 定式 


我 们 现在 更 精确 地 来 讨论 形 如 入 z)=7z)/g(ze) 的 “不 定式 ”， 
其 中 f(z) 和 g(x) 在 同一 点 z = a 都 变 为 零 ， 例 如 函数 (sinz)/z 在 
z=0 时 的 情况 .我 们 将 始终 指定 这 样 的 函数 在 = = a 的 值 为 


dfa) = lim $a + A), (30) 


只 要 这 个 极限 存在 . 

我 们 假设 ， 出 现 的 了 和 的 所 有 阶 导 数 在 包含 点 x = a 的 一 
个 区 间 里 都 是 连续 的 ， 此 外 我 们 假设 ， 在 点 z = a 分 母 yz) 变 为 
零 的 阶 数 ”不 商 于 分 子 f(x) 变 为 零 的 阶 数 ， 从 而 函数 p(x) 在 点 
z 二 a 处 不 致 于 变 为 无 穷 ， 这 时 极限 值 就 能 用 一 个 简单 的 法 则 来 确 
定 ， 这 就 是 通常 所 说 的 洛 必 达 法 则 . 这 个 法 则 可 以 这 样 叙述 : 
f(a) 
g(a) 
按照 连续 性 的 定义 ， 汕 数 &(z) 就 在 x = a 是 连续 的 ， 并 且 在 


其 他 g(x) 关 0 的 地 方 也 是 连续 的 ， 所 以 ”就 在 关于 a 附近 的 一 个 
区 间 里 都 是 连续 的 . 


pa) = 


(31) 
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由 A.2 节 的 结果 立即 得 到 以 下 的 证 明 ， 对 f 和 9 应 用 等 式 

(28) ， 我 们 看 到 函数 % 在 a 的 一 个 邻 域 里 由 关系 式 
f(a+h) FO(o+ 60h) 
g(a+h) g(a+ hh) 
给 出 ， 于 是 由 于 分 子 和 分 母 都 是 连续 的 ， 并 且 g(a) 不 是 零 ， 就 
得 到 公式 (31). 我 们 可 以 用 以 下 的 方法 来 表示 最 后 这 几 个 等 式 的 意 
义 : 如 果 函 数 gz) = f(z)/g(z) 的 分 子 和 分 母 在 点 zx = a 一 起 变 为 
零 ， 就 可 以 对 分 子 和 分 母 求 导 相同 的 次 数 ， 直 到 导数 至 少 有 一 个 在 
这 点 不 为 零 ， 我 们 就 能 确定 当 x 一 a 时 的 极限 值 ， 如 果 我 们 在 分 母 
里 这 到 一 个 出 现在 分 子 前 面 不 为 零 的 导数 ， 则 分 式 趋 于 零 ， 如 果 我 
科 在 分 子 里 遇 到 一 个 出 现在 分 母 前 面 不 为 零 的 导数 , 则 分 式 的 绝对 
值 趋 于 无 穷 大 . 

我 们 于 是 得 到 了 所 谓 “ 不 定型 ” 0/0 的 求 值 方法 ， 即 ， 用 来 确 
定 当 分 子 和 分 母 趋 于 零 时 商 的 极限 值 的 方法 , 

我 们 还 可 以 用 稍微 不 同 的 方法 得 到 上 述 的 结果 , 邑 不 以 泰勒 定 
理 为 依据 ， 而 以 广义 中 值 定理 {参看 第 249 页 ) 的 证 明 为 基础 . 
此 ， 假 定 在 a 的 一 个 邻 域 里 g'(z) 关 0， 我 们 有 

fla+h)— fle) _ Flo+ Oh) 
gla + h) — g(a) ee : 
其 中 分 子 和 分 母 中 的 8 是 相同 的 . 特别 是 ， 当 f(a) = g(a) = 0 时 ， 
flath) _. f(at 6h) 
g(a + h) g(a oh 
其 中 9 是 在 区 间 0 < 86<1 里 的 一 个 值 ， 因 而 令 上 = 8h, 就 得 到 
flath) _ lim F(a tk) 
ho0 glat+h) ko0 gat+ ky: 
只 要 后 一 个 极限 存在 ， 

如 果 fF"(a) = 0 = g'(a) ， 用 前 面 同样 的 方法 进行 ， 直 到 第 一 次 

遇 到 这 样 的 jy ， 不 再 同时 成 立 f(a) = 0 = g(a). 于 是 
flath) _ mtD) _ f(a) 
nb g(a+t+h) ~ 0 Taifa+i gu (a) 


la+h) = 
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两 边 是 无 穷 大 时 的 情形 也 包括 在 这 个 式 子 里 . 
例 . 下 列 各 个 意义 很 显明 的 例子 ， 都 是 洛 必 达 法 则 的 应 用 . 


了 I 加 1 = 
, 1 一 cos7 sin0 
lim 一 一 必 ， 
I—+0 工 1 
e2*—1 2e2* 
lim 一 一 -一 1m 一 一 一- 一 一 
0 log(1 + £) z+0 1/(1 + 2) 
, 1l- cr jm Se 。 ] cosz _1 
x0 22 ”0 27 2H0 2 2° 


其 他 不 定式 ， 我 们 进一步 注意 到 其 他 所 谓 的 不 定式 也 能 化 成 


我 们 所 考虑 过 的 情形 ， 例 如 ， 
1 1 


Sin 在 Tf 


当 2 一 0 时 的 极限 ， 就 是 趋 于 无 穷 的 两 个 表达 式 的 差 的 极限 ,或 说 
是 “不 定式 ” oo - oo. 由 于 变换 
1 1 _ 工 一 Sin 了 


SinT Tz 人 8 人 “ 


我 们 立即 得 出 一 个 表达 式 ， 当 x 一 0 时 ， 它 的 极限 可 以 由 我 们 的 法 
则 确定 : 


1 cosr 。 sinz 


z+0 TCOSTTSHINT z+0 2cosx — rsinz 


不 定式 的 导数 


如 果 f 和 g 有 是 够 高 阶 的 连续 导数 ， 按 照 上 述 法 则 在 z = a 
处 给 表达 式 Wz) = f(z)/g(z) 以 定义 ， 则 它 不 仅 连 续 ， 而 且 连 续 可 
微 . 

要 建立 这 一 事实 ， 我 们 只 需要 考虑 9 在 a 点 有 一 阶 零 点 的 情 
况 就 够 了 ， 即 只 要 考虑 g(a) = 0 g(a) 和 0 的 情况 . 对 zz 关 a 

内 {z) 一 9(w) f(x) f(x)g (z) 二 Z'(7) 
(g(z))? Ntz) 
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在 这 里 分 子 和 分 母 又 一 次 在 z = a 同时 为 等 ,因此 应 用 我 们 的 法 则 
就 能 得 到 极限 值 : 


名 yo=- 束 3 
显然 
dN(z))/dz = 29(z)9 (2), 
d(Z(z)/dr = g(r)f" (2) — flz)g (7z)， 
二 者 在 5 =&a 又 一 次 为 付 ， 因 
2"(z) 


6) = 地 my 


再 一 次 应 用 洛 必 达 法 则 , 并 且 注 意 到 N"(z) = 2g(z)g"(zx)+2(g'(2))? 
在 z =a 不 为 零 ， 我 们 就 得 到 
ga)f (ta 一 (aig (a) 
2.9'(a))? ， 

而 这 个 极限 确实 是 W(w) 在 x = a 的 导数 (参看 第 三 章 第 292 页 ). 

同样 ， 这 个 法 则 对 x 一 ce 时 的 不 定式 也 成 立 ， 辟 如 令 f(x) 和 
9(z) 是 两 个 函数 ， 对 于 这 两 个 函数 lim f(z) = lim g(x) = 而 
Jim A(z) 和 lm g(x) 存在 且 了 0. 则 


lim 由 (z) = 


f(z) lim f'(r) 


Teo 


1m 三 = = 
”oo gz lm ge) 


证 明 仍 可 由 微 商 中 值 定理 推出 . 
“A.I4 各 阶 导数 都 不 为 负 的 函数 的 泰勒 级 数 的 收 伊 性 


我 们 补 上 一 个 一 般 的 定理 , 研究 关于 所 有 导数 都 不 为 负 的 函数 
fz) 的 泰勒 展开 的 收敛 竹 . 
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考虑 一 类 函数 f(z) ,在 闭 区 间 a < zx < 上 任意 阶 可 导 ， 并 在 
这 区 和 间 上 它 的 各 阶 导数 不 为 负 ， 即 


fF) >0, v=1,2,.…. 
我 们 将 证 明 : 对 每 一 个 这 样 的 函数 ， 对 应 的 f(x + 各 关于 上 的 守 
的 泰勒 展开 式 收 人 证， 并 且 当 zz 和 《= x ++h 位 于 开 区 间 (a, 如 内， 


而 上 4 < 6-z 时， 级 数 就 表示 flz + 各 的 值 . 
为 了 证 明 ， 我 们 首先 注意 到 假设 了 r(x) > 0 ， 因 而 


0 < f(z) — f(a) = f Odé 
< / P(E = (6) — f(a) = M. 


其 次 ， 当 z 和 =x 十 hh 位 于 a 到 5 的 区 间 内 时 ， 我 们 可 以 写成 


(n) 

f(s + hh) fz) = hf'(z) + .+ prt, 
首先 假设 有 > 0 ， 或 者 z < < 4 这 样 右边 所 有 的 项 就 都 不 是 负 
的 了 40, 所 以 每 一 项 都 不 大 于 左边 的 值 ， 或 不 大 于 M. 于 是 


fm .M MM 
0 < nl he (Er) 
当 二 一 二 时 由 此 得 出 
Fn)(z) M 
mn Br (32) 


现在 ， 对 余 项 应 用 柯 西 公式 (第 501 页 (19)) 我 们 知道 在 区 间 0 < 
4<1L 内 存在 某 个 9, 使 得 
0 <R, = CH pnti pintd( + Oh) 


h"ti(n + D1 — OM 
OO. 
~ Oh) 


1) 对 于 Rw 而 言 ， 这 可 从 柯 枉 或 拉 格 朗 昌 公式 和 假设 f"*+1) > 0 立即 得 出 . 
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因为 上 《= z+ 产 < 我 们 可 以 选择 一 个 正教 p 使 得 


0<hs 3 或 bs-9h>h(l+p-0). 
于 是 我 们 有 
Mht"+D n+ 1)(— 0" 
OS tp or 
或 
Mn+1) 1-6 YN” 
0 sR & (1+p— 人 0 (Ts) 
MI(n+1) 1 
< ?3 
p (1 +p)” 
因为 


1—# 1 < 1 < 
1-98+p» 1+p/(i— 人 全 1+p 
我 们 知道 (第 一 章 第 75 页 ) 当 n 增 大 时 (n 十 1)/(1+p)" 趋 于 零 , 所 
以 当 0<h<b 一 x 了 时 ， Rn 随 n 的 增加 而 趋 于 伶 ， 于 是 对 于 有 >0 
泰勒 级 数 趋 于 这 个 函数 f. 
对 于 负 的 h, , 随 着 ”增加 而 趋 于 零 这 个 事实 ， 可 用 RE。 的 拉 
格 朗 日 形式 {第 501 页 {21)) 推出 : 


[Rn| = 


二 


me ~ ota) 


现在 f("+2 是 非 负 的 ， 因 此 Fn"+0 是 单调 减 小 的 ， 于 是 应 用 上 述 
的 估计 式 (32) 就 得 出 


jetrnG ohl) ftd) -六 
mi mt)! ~ Gr 


所 以 
ls (WE) 
从 而 当 0 < -h<4b 一 z 时 ， RE 随 ” 增 大 而 趋 于 零 . 
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于 是 对 于 a < zz < 4b 的 任意 点 zf ， 一 旦 IN < 一 并 和 上 呈 > 
一 {zf 一 4) ， 则 fla + hh) 的 依 的 委 而 展开 的 泰勒 级 数 中 的 Rn 便 
趋 于 零 . 

我 们 指出 ， 邵 果 我 们 假设 不 等 式 f(z) > 0 仅 对 所 有 足够 大 
的 vv， 各 如 v > N(N 是 某 整数 ) 上 成立， 而 当 v < N 时 191(z) 的 
符号 可 以 是 任意 的 ， 那么 我 们 的 结果 仍 是 正确 的 . 为 了 证 明 这 个 事 
实 ， 我 们 仅 需 用 消 数 


gfz)= fle} + Mz a+1)™ 


来 代替 证 明 中 的 了 ， 其 中 M 是 某 个 正 的 常数 .这 样 对 于 v > NN 有 
gz) = f(z) >0. 而 对 <N 有 gifz) = f(z) + MN(N — 
DT+TDe-a+Dy 一 > fW(z)+ M. 如果 MM 选择 得 足够 
大 则 对 所 有 的 v 都 有 gw(z) > 0. 这 就 证 明了 g(z) 能 被 展 成 z 的 
短 ， 而 对 于 和 g 仅 差 一 个 多 项 式 的 函数 f 当然 也 有 同样 的 结果 . 

二 项 式 级 数 的 定理 (第 509 页 ) 是 这 个 结果 的 一 个 直接 的 推 
论 : 我 们 稍微 改变 一 下 符号 , 代替 (1+z)* 我 们 首先 考虑 消 数 (rz) = 
(1 一 x2)* ， 那 么 少 的 各 阶 导 数 由 


$0) = (Fas 


给 出 ， 因 为 这 个 二 项 系数 
( a ) = -Devt+l) 
v [i 
一 旦 到 了 a 一 v 是 贫 的 时 候 就 开始 交往 变 号 ， 这 时 我 们 就 看 到 ， 或 
省 函数 plz) 或 者 -p(x) 属于 这 类 旺 数 ， 当 我 们 限定 取 z <1 的 z 
值 时 ， 从 某 -- 阶 开始 就 县 有 非 负 的 导数 ， 这 样 ， 对 于 a = -1,5 一 
l= 从 和 凡 | < 一 x = 1 我们 的 一- 般 的 定理 证 明了 


(1 ~ h)® = Yiy ( ” ) 如 


v=0 


如 果 在 这 里 我 们 把 -h 写成 > ， 我 们 就 得 到 对 任意 指数 a 和 绝对 
值 小 于 1(-1 < x < 1) 的 任意 z 的 二 项 展开 式 


(1 +a)” - (®) 2 


v=0 


afe ~ 1) alo — 1)(o — 2) 
=1+ar+ e+ 1... 
Tt Tt a rt 


附录 II ”插值 法 


*A.II.1 插值 问题 .唯一 性 


泰勒 多 项 式 P(x) 是 以 这 样 一 种 方式 通 近 于 函数 f(z) 的 ， 即 
f(z) 和 Pn(z) 的 图 像 在 点 a。 有 nn 阶 接 触 , 或 者 是 这 样 的 方式 ，f(2) 
和 P,(z) 在 “无 限 接近 ”点 e 处 有 mm+1 点 重合 我们 可 以 把 这 个 
具有 横 举 标 & 的 点 “分 解 " 成 为 具有 横 坐 标 zo0,z1,.… ,zn 的 不 同 的 
n 十 1 个 点 ， 并 且 寻 求 一 个 在 这 些 点 上 与 f(x) 重合 的 近似 于 f(z) 
的 n 次 多 项 式 $(z). 这 个 多 项 式 原来 是 按照 一 个 线性 方程 组 唯一 
地 确定 的 ， 对 于 所 有 的 i 取 极 限 zi -* = ， 我 们 就 回 到 了 这 个 泰勒 
多 项 式 . 但 是 ，“ 插 值 法 ” ( 即 这 个 按照 在 不 同 的 点 上 与 f(z) 相 重 
侣 所 得 到 的 近似 多 项 式 ) 在 许多 应 用 上 是 特别 重要 的 ， 以 下 的 讨论 
将 给 出 插值 理论 的 一 个 简短 的 说 明 . 

我 们 考 虐 以 下 的 问题 ， 决 定 一 个 n 次 多 项 式 g(x) ， 使 得 它 在 
给 定 的 n 十 1 个 不 同 的 点 xo,z1,…,xn 上 取得 n 十 1 个 给 定 的 什 
了 fo, 及 ,… ;fn; 见 


$xo) 三 fo, Plz1) 三 fi, "0 ,P(rn) 一 fn. 
如 果 数 天 是 函数 (可 能 不 是 初等 的 )f(z) 在 点 x; 所 取 的 值 所 = 
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flzi) ， 那 么 多 项 式 p(x) 就 称 为 函数 f(z) 在 ro 21，… zn 点 的 
这 样 的 ”次 多 项 式 至 多 只 能 有 一 个 ， 因 为 如 果 有 两 个 不 同 的 
这 样 的 多 项 式 各 z) 和 w(xz) ， 那 么 它们 的 差 D(x) = (5) 一 (5) 将 
是 一 个 m 次 多 项 式 ， 其 中 0 < m < n ， 它 有 n+1 个 不 同 的 根 , 
根据 初等 代数 这 是 不 可 能 的 ?7. 
我 们 也 能 用 另 一 方法 证 明 插值 多 项 式 的 唯 一 性 ， 这 个 方法 建 


立 在 广义 罗 尔 定理 的 基础 上 . 

广义 罗 尔 定理 . 如 果 一 一 个 函数 F(z) 在 - -个 区 间 里 直到 n 阶 连 
全 可 籁 ， 并 且 在 这 个 区 间 上 玫 少 在 n+I 个 下 同 的 点 ro zh van 
上 要 为 符 ， 开 么 在 这 个 区 阳具 部 -学 在 一 点 6 全 得 FMG) = 

证 明 : 这 个 一 般 揭 定理 很 容易 从 m = 1 的 特殊 情形 得 到 ， 这 
个 特殊 情形 就 是 在 第 196 页 上 已 经 证 明 过 的 罗 尔 定理 ， 设 这 些 数 
zo zl 2 是 按 逐 个 增 大 的 顺序 排 殉 的， 那么 由 中 值 定理 (或 罗 
尔 定理 ) ， 一 阶 导数 所 (xz) 在 这 个 子 区 间 【zi xi+1) 的 每 一 个 内 
部 至 少 ~- 次 为 零 ， 应 用 同样 的 考虑 到 F(z), F'(z) 的 零点 组 成 的 区 
间 告 诉 我 们 F(z) 在 % 一 1 个 点 上 为 零 ， 反复 运用 这 个 论证 ， 断 言 
就 被 证 明了 . 

现在 回 到 前 面 考虑 的 问题 ， 我 们 对 差 


F(x) = D(x) = G(x) — yl) = doz™ + dw" + + dh, 


应 用 这 个 定理， 假设 这 个 差 在 5 十 1 个 点 上 变 为 零 ， 我 们 得 到 一 点 
£ ,在 这 个 点 差 的 nn 阶 导数 为 零 ，DD 人 中 (E) = 0. 然而 这 就 是 nldo ， 
所 以 go = 0 市 差 是 一 个 至 多 n 一 1 次 的 多 项 式 ， 在 nn 十 1 个 点 上 为 
1) 内 为 省 则 我 们 会 有 
D(z) = Co(lz — zi)(F — Tz2) (8 — En) co FY, 
因为 1,… ,zm 是 DLX) 的 零点 ， 但 另 一 方面 ， 由 于 D(x0) = 0， 
Cofazo 一 31j(zo 一 22) pfzo — rm) = 0, 


与 zo;z1，……,zw 都 蚌 不 同 的 根 相 了 矛盾. 
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零 ， 再 一 次 应 用 罗 尔 定理 ， 就 得 到 由 = 0, 等 等 ， 正 如 我 们 所 断言 
的 D(z) 便 为 0， 

这 些 考虑 能 扩充 到 zi 不 是 全 部 相 异 的 情形 ， 也 许 7 个 xz; 的 值 
相同 ， 即 ， zo = z1 = … = zr-1. 这 样 对 zx = zo 来 说 ， 在 插值 问 
题 里 我 们 将 要 求 4(z) 以 及 导数 内 (z) ,gr )(z) 在 z= zo 取 预 
先 给 定 的 值 ， 而 对 于 其 他 的 点 zu 也 取 相 应 的 值 ， 于 是 这 个 多 项 式 
D(z) 的 形式 是 c(z 一 20)"(z 一 2)…. 广义 罗 尔 定理 各 唯一 性 定理 
以 及 它们 的 证 明 在 这 种 情形 下 一 律 保持 不 变 . 


A.IL2 解 的 构造 ， 牛顿 插值 公式 


现在 我 们 将 构造 一 个 n 次 插值 多 项 式 $(z) ， 使 得 W(zo) = 
帮 ,…，$(zn) 二 所 ,为 了 分 层次 去 构造 它 ， 我 们 将 从 一 个 常数 万 
开始 ， 这 是 一 个 零 次 多 项 式 加 (x) ， 它 对 所 有 z( 其 中 也 对 > = zo) 
取 值 ho = 及 . 对 于 它 我 们 加 上 一 个 在 > = zo 时 变 为 零 的 一 次 多 
项 式 Ai(z - zo) ; 由 此 我 们 确定 A1 ， 使 得 和 数 当 z = zi 时 论 
取 值 有 ， 所 得 到 的 一 次 多 项 式 称 为 和 (wm). 现在 我 们 对 加 (x) 加 上 
一 个 当 z = zo 和 zx = zl 时 变 为 怜 的 二 次 多 项 式 ， 因 而 其 形式 为 
Az(x 一 zo)(z - xi) 这 样 的 加 法 不 会 改变 在 这 两 个 点 的 性 质 ， 其 中 
因子 4。 这 样 来 确定 ， 使 得 所 得 到 的 二 次 多 项 式 (zx) 在 > = za 取 
给 定 的 数值 ， 这 就 是 户 . 把 这 个 手续 继续 下 去 ， 直 到 所 有 的 点 都 被 
达到 为 止 ， 我 们 就 得 到 多项式 


$2) = 9(z) =Ao + Ai(z — x0) + A2(T — zo)(T — £1)+ 
二 Ars xo) {To Tn_1). (33) 


我 们 得 出 这 个 表达 式 B(x) 里 的 系数 4; 的 方法 只 要 依次 代入 z = 
TIT TR En 就 可 以 清楚 地 看 出 来 ， 于 是 就 得 到 这 样 一 组 
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n+1 个 方程 : 


jo= Ao 
万 =4o+4ifzl — zo0) 


f2 = Ao + Ai(z2 — 20) + As{(z2 一 zolfzz 一 zi (34) 


fn = Aot+ Ai{zn — 20)+ :+ An(Tn — x0) 
xfzn — LT1) (Zn — Tn). 


很 清楚 ， 我 们 可 以 相继 地 确定 出 这 些 系数 4o, 41,…, An ， 使 之 满 
足 这 些 方程 . 因此 插值 多 项 式 可 以 用 这 样 的 方法 构造 出 来 . 

当 值 zu 是 等 距 zr = Wwv-! 十 hb 时， 结果 就 能 明白 写成 更 漂亮 
的 方式 ， 关 于 4; 的 方程 现在 变 成 


fo= Ao 

= Aot+hAl 

z= Ao 2hAl+ 21h2 A» 

= Ao+3hAL+3.2h2A2 + Bh3As (35) 


fn = Ao+nhAaAl+..++ hiAi + + nh A,. 


nl! 

{mn -od)! 

这 些 解 可 以 很 容易 地 表示 成 f 的 逐次 差分 : 给 定 任意 项 的 序 
列 (有 穷 的 或 无 穷 的 ) fo, 及, 有,… 我 们 称 这 些 表达 式 

Afo=fi-jo, Afi=fa-h, Afp= -fh,… 
为 六 的 一 次 差分 . 对 入 的 序列 再 一 次 应 用 差分 的 手续 ， 我 们 就 
得 到 表达 式 
Afo=Ah -Afo, A =Afo-Afh, A =AR—A,..., 
即 
Afp=f -2f+fo, A2fi = fy -2f2+fi,.…, 

称 为 f 的 二 次 差分 . n 次 差分 A7 递归 地 定义 为 AH 一 
A" tf. 车 要 直接 用 ft 表示 ， 便 由 公式 
A"fi = 六 Tv 一 ( 了 ) 及 +n-1 十 ( 2 ) fetn-2— t+{—1)" fp 
(36) 
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给 出 ， 此 式 的 一 个 简单 的 归纳 证 明 留 给 读者 ， 借 助 这 一 术语 ， 系 数 
4 可 以 写成 如 下 的 形式 了 1 


1 —pAV 
4 =A (37) 


这 可 以 用 归纳 法 验证 . 

牛顿 插值 公式 . 令 £= (z 一 zo0)/h, 我 们 有 (x 一 3.) = h(E 一 v), 
这 时 表达 式 (z 一 zo)(z 一 x1)…(z 一 Zz.) 取 这 样 的 形式 &(€ ~ 
D6 一 wt1. 由 (33) 和 (37) 我 们 就 得 到 多 项 式 4(z) 的 牛顿 
插值 公式 ?: 


二 和 归 


Ho) = Geotéh) = fot ( § ) apot( § ) aforet( § ) An 


如 果 fo, 1, fa, “0 是 一 个 隆 数 f(r) 在 点 TO0; P12" 的 值 ， 其 中 f 
直到 n 阶 林 连续 求 导 ， 则 A”fo/h*” 是 导数 ji (zeo) 的 一 个 近似 ， 
我 们 将 在 第 531 页 上 证 明 


lm 声 Arh= f(z0). 


1) 我 们 还 必须 验证 ， 由 《37) 给 定 的 值 4 满足 方程 (35)， 即 对 任意 的 序列 
fo,fi, fa,-…, 等 式 


瓜 = 轴 (二 ) Ah+( 2) az 十 (和 ) A 
但 被 满足 ， 负 设计 对 干 一 个 确定 的 k 是 正确 的 ， 我 们 必须 证 明 
fan=h+(t) ant (2) az 及 + 
= (fo+Afo)+ (* nt arp)+ (! ) ee 人 +- 
=fo+ (+1) A 名 二 (本 ) Aart+. 
这 就 是 恒等式 对 于 大 十 1 的 情形 
2) 如 同 第 510 页 ， 这 里 我 们 对 一 般 的 《 和 正 束 数 把 二 项 系数 ( 总 ) 定义 为 


( 6 )=# -Dt LA 
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又 因为 (a 

. € 1 (~—z 

jc k ) i 
我 们 看 到 ， 在 这 种 情形 下 ， 当 hh 五 0 时 p(z) 趋向 于 泰勒 多 项 式 
P(r). 

我 们 指出 ， 对 于 给 定 的 函数 f 3 如 果 前 r 个 值 TO F111 Prol 

相 重 合 ， 并 且 对 应 值 有 0, 而 ……, 凡是 预先 指定 给 $(z0), (zo)， 
0) 的 ， 它 与 fxo), 产 (zso) ,fa(zo) 的 值 相 一 致 ， 
那么 用 同样 的 方式 构造 这 个 插值 多 项 式 也 是 可 能 的 。 对 于 g(x) 我 
们 写成 


Wo) =Ao + Ai(z ~ wo) + Aslw — zo) 
二 十 Ar(2 一 xo) 二 Ari(2 ro) (fo Zr) 二; 


然后 依据 下 列 方程 我 们 可 以 疾 序 确定 A,: 


而 =4o =A f=242 
HD s(n ~ 1)1Ar1 
=Ao+ Ai(z;. — ro) + + A [zr; — Lo)” 
frt1=Ao + Al(rrti — to) + 


+ Arlwrr1 一 wo)” 十 Arti(2rt 一 Z0) (Trt1 一 T+) 


er 


A.II.3 余 项 的 估计 


对 于 以 上 考 嵌 的 插值 多 项 式 , 根本 不 涉及 所 , 有,… ,fn 这 些 值 
原来 是 怎样 给 定 的 , 例如 , 若 这 些 值 是 从 物理 观测 中 得 到 的 , 构造 插 
值 多 项 式 的 问题 仍然 能 完全 解决 ， 通 过 #(z) 给 我 们 一 个 简单 而 光 
滑 的 函数 , 它 对 所 有 的 > 有 定义 , 并 在 给 定点 上 取 观 测 到 的 值 , 它 可 
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以 用 来 “ 预 音 ”f(z) 在 其 他 点 上 的 近似 值 . 然而 , 如 果 在 给 定 的 *+1 
个 点 zk 上 取 给 定 的 值 和 的 函 孝 f(z) 对 中 间 值 z 也 被 定义 了 ， 那 
么 我 们 就 面临 着 一 个 估计 插值 的 误差 Rz) = f(z) - p(x) 的 新 间 
题 。 最 初 我 们 只 知道 R(x0) = R(z1) = R(x2) = … = R(xn) = 0. 
为 了 能 够 说 得 更 多 些 ， 我 们 必须 给 影响 余 项 R(z) 的 函数 f(z) 的 
性 状 以 更 多 的 假设 ， 因 此 我 们 假定 在 所 考虑 的 区 间 中 f(z) 至 少 有 
+1 阶 连续 导数 . 
首先 我 们 注意 到 ， 对 任意 选择 的 常数 c ， 函 数 


K(xz) = 已 (2z) 一 ctz 一 20)(z 一 zz 一 Zn) 


在 这 nn 十 1 个 点 zo,…,zn 上 都 为 零 . 现在 选择 一 个 不 同 于 ro, zl， 
… Zn 的 任意 值 y. 这 时 ， 我 们 能 够 确定 e 使 得 K(y) = 0, 即 ， 
R(y) 

(y — xo)(y — £1). (y — zn) 
那么 就 有 n 十 2 个 点 ， 在 这 些 点 上 KK{z) 为 零 ， 对 KK(z) 我 们 用 前 
面 用 过 的 广义 罗 尔 定理 ， 据 此 ， 我 们 知道 ， 在 zo,zl,… …,zn;,g 的 最 
大 值 和 最 小 值 之 间 存 在 一 个 值 x = £ ， 使 得 天 et) = 0. 因为 
R(z) = f(z) 一 (xz) ， 而 少 作 为 一 个 n 次 多 项 式 ， 它 的 n+1 阶 导 
数 等 于 零 ， 我 们 有 


c 


f+D(E) — eln+ 1)!=0. 


这 里 (n 十 1 是 ( 侈 一 z0)…{T 一 zn) 的 nn 十 1 阶 导数 ”这 样 我 们 就 
得 到 e 的 第 二 个 表达 式 e = f+D(8)/(n 二 1)!， 它 包含 &， 且 以 某 
种 方式 依赖 于 y. 我 们 现在 利用 方程 KK(y) = 0, 在 这 个 方程 里 yy 完 
全 是 任意 的 ， 因 而 可 用 xz 赵 换 ， 从 而 得 到 表达 式 

Ra) = ee he 2 tn 人 (38) 
其 中 € 是 位 于 zzo,zl……,zn 这 些 点 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 的 某 
个 值 , 
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这 样 ， 对 于 一 个 给 定 的 函数 f{z) ， 一 般 的 插值 问题 就 完全 地 
解决 了 .对 于 函数 f(x) ， 我 们 有 表达 式 


Fz) =Ao 十 4(z 一 z0j 十 4 人 位 一 加 ) 人 全 一 21 十 … 
十 4n 人 fz 一 Zoo(E 一 8-p(z 一 Tri) 十 天 (39) 


其 中 系数 An, Ai, "" ,An 能 够 从 了 在 LO, LT1 :Tn 的 值 按照 第 527 
页 上 的 递归 公式 (34) 依次 求 出 来 ， 而 余 项 B, 的 形式 为 
和 一 他 一 zh) 
Rn = nf t+)(¢), (40) 

其 中 € 是 在 2,z0,21,… ,zn 这 些 值 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 的 一 个 
适当 的 数 ， 

如 果 我 们 对 f(z) 取 相 应 的 公式 (39) ， 把 n 换 成 n 一 1 ， 而 后 
相 减 ， 我 们 就 得 到 


An{zF — To){r — TT n+ Rn — B= 0. 


对 于 z= zn， 我 们 有 R= 0， 因 此 系数 4n( 应 用 {40), 把 换 成 
"一 DD 表示 为 (n) 
全 

其 中 位 于 wo,z1,… ,zn 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 . 对 4。 1 4 ap 
4 存在 着 同样 的 表示 方法 这样 我 们 认识 到 ， 若 点 rzozi，……，,zn 
同时 趋向 于 同一 个 点 (也 许 就 是 原点 } ， 那 么 我 们 的 插值 公式 (39) 
就 能 一 项 一 项 地 次 成 为 具有 拉 格 朗 日 形式 余 项 [第 501 页 (21)] 的 
泰勒 公式 [第 504 页 (27a)}j. 这 样 秦 勒 公式 可 视 为 牛顿 插值 公式 的 
极限 情形 . 

这 个 公式 使 我 们 能 够 对 通常 用 于 几何 中 的 一 个 表达 式 给 出 一 
个 确切 的 含义 在 一 点 和 一 条 给 定 的 曲线 相 接 触 的 n 阶 密切 抛物 
线 ， 称 为 在 这 点 和 这 条 给 定 的 曲线 有 “mn + 1 个 依次 相 邻 的 共同 
点 "实际 上 ， 如 果 我 们 找到 一 条 抛物 线 和 该 曲线 有 n+1 个 共同 
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点 ， 然 后 使 这 些 点 收缩 到 一 起 ， 我 们 就 得 到 这 条 密切 抛物 线 . 用 解 
析 语 言说 ， 这 正好 相当 于 从 内 播 多 项 式 转变 到 泰勒 多 项 式 . 用 这 同 
样 的 方式 ， 我 们 就 能 够 刻画 任意 曲线 的 密切 例如， 曲率 圆 是 一 个 
与 给 定 的 曲线 有 三 个 相 邻 共同 点 的 贺 , 

设 一 涌 数 在 某 些 确定 点 的 值 是 已 知 的 ， 由 播 值 多 项 式 可 以 期 户 
给 出 这 个 函数 的 其 他 值 ， 并 使 在 这 些 确定 点 之 间 的 值 具 有 较 高 的 精 
确 度 (这 时 不 但 |f(*+0(&)| 而 且 |z -zi| 都 是 有 界 的 ). 若 = 信 位 于 
点 20,21,…szn 的 所 有 区 间 以 外 ， 我 们 就 称 之 为 外 插 法 ， 按 照 这 
样 的 一 个 外 播 法 ， 只 要 点 z 充分 地 幕 近 给 定 的 这 些 吉 ,我 们 将 会 得 
到 较 好 的 符合 。 在 某 种 意义 上 ， 泰 和 勒 公式 相当 于 一 个 完全 的 外 插 
法 ,一般 说 来 ， 它 仅 在 一 点 的 邻 域 里 适用 ， 


A.II.4 拉 格 朗 日 插值 公式 


作为 结束 , 我 们 用 一 个 稍微 不 同 的 属于 拉 格 朗 日 的 公式 来 解决 
插值 间 题 ,这 个 公式 不 同 于 牛 瑟 插值 公式 ， 因 为 这 里 每 一 个 单项 仅 
包含 一 个 给 定 的 函数 值 ， 并 且 这 个 公式 很 明显 地 给 出 了 wz) ， 并 
不 需要 求解 任何 递归 公式 ， 为 了 简单 起 见 ， 相 应 于 给 定 的 诸 点 zz 
我 们 引进 ni 十 1 次 多 项 式 


pT) = (T — zo)(5 — 1) (5 — En), 
按照 乘法 规则 求 导数 ， 然 后 逐次 以 值 rzo,zl，……,zn 代 x ， 我 们 就 
得 到 关系 式 


p(T0) = (zo 一 21)(zo — 72):*: (To0 一 全 ah 


我 们 注意 到 
Ya。 ao) (ee (erotl). (e-em) 
(z 一 pd {zv 一 Z0) “1? (Tus—T 1) (Ty—Tut+1) 机 (zu—zn) 
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是 一 个 n 次 多 项 式 ， 在 x = zu 处 其 值 为 1 ， 而 在 其 余 的 点 x; 处 
其 值 为 0. 于 是 立即 可 见 ， 表 达 式 


$5) = 


wz) ho 有 fn 


Crow) | Gp) + (een) 
(41) 


就 是 所 要 求 的 插值 多 项 式 ， 这 就 是 拉 格 朗 日 插值 公式 . 
问 题 


5.4b 节 ， 第 503 页 


1. 用 数学 归纳 法 给 出 第 504 页 余 式 (27) 的 一 个 完全 正式 的 推 
导 . 
2 (和 定理 的 -个 不 同 的 证 胃 ) 
(ai 如 果 g(h) 对 0<h< 4 直到 n+1 阶 连续 可 微 ， 并 且 
9(0) = g(0) =…….g(" 00) =0, 


而 在 [0, 身上 jgt"+D(h)| < M, MM 是 常数 ， 求 证 对 这 区 间 里 所 有 
的 产 都 有 lg 人 (用 < Mh, lg" D(A) < ME/2!,., |g" (A)| < 
Mphifil,:-., Ig(h)| < Mh /na 

(b) 设 f(x) 在 a< z<p 上 是 一 个 充分 可 微 的 函数 ， 辐 (各 是 
/(z) 在 z=a 点 的 泰勒 多 项 式 . 试 对 于 函数 glh) = R= Fe 十 月 -- 
T,( 有 ) 应 用 (a) 的 结果 去 得 到 对 余 项 带 有 粗略 估计 的 泰勒 公式 . 

3. 设 ftz) 在 区 间 a < > < 连续 可 微 ， 并 设 对 每 一 个 x 的 值 
J*{z) > 0. 如 果 上 是 区 间 内 的 任意 点 ， 那 么 ， 曲 线 无 论 什么 地 方 都 
不 会 落 在 = = 4 = X6) 点 的 切线 的 下 面 

4 对 f(z 二 一 f(z) = / f(z + rjdr 应 用 分 部 积分 公式 来 
推演 余 式 BE, 的 积分 公式 . 
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Rn = 方 1/ “(hn 一 7)jFn+u(z + 7)dr 
进行 分 部 积分 ， 从 而 得 到 
Ra = f(s+h) fo) -AF (0) Ne). 
*6. 假设 用 菜 方法 对 函数 f(z) 得 到 了 级 数 ， 即 
f(t) = a0 + aT + a2T? + + ang” + Rn(e), 
其 中 ao,01,.…,an 是 常数 ，Ra(z) 是 n 次 连续 可 微 的 , 并 且 当 z -0 


时 ， Ral2) /2 二 上. 证明 &x = (F*(0)/kEDCA = 0,... ,Ph 即 证 明 这 
个 级 数 是 一 个 泰勒 级 数 . 
5.5 节 ， 第 506 页 
1. 对 下 列 函数 在 > = 0 的 邻 域 里 求 泰勒 级 数 的 不 为 零 的 前 四 
项 
ta) wcotz, (dj)esin®, 
(b) 辣 ， (0)er”, 
(c} secz, (f) log sin zx 一 log£. 
2. 对 arc sin w 在 x =0 的 邻 域 里 用 
” dadt 


求 泰勒 级 数 ， 与 3.2 节 习 题 2 比较 . 
"3. 对 sin? z+ 在 z ==0 的 邻 域 里 ,用 sinz 的 级 数 乘 它 自己 来 求 
泰勒 级 数 的 不 为 零 的 前 三 项 ， 证 明 这 种 求法 是 合理 的 . 
*4. 对 tanz 在 z=0 的 邻 域 里 ， 利用 关系 tan zx = 
求 秦 勒 级 数 的 不 为 零 的 前 三 项 ， 证 明 这 种 求法 是 合理 的 ， 
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sinz 
Cos 了 ” 


*5. 对 vcosz5 在 =0 的 邻 域 里 ， 对 cosz 应 用 二 项 式 定 理 ， 
证 明 这 种 求法 是 合理 的 . 
"6, 求 (arcsin 2)? 的 泰勒 级 数 ， 与 3.2 节 问 题 2 比较 . 
7. 对 下 列 函 数 在 > = 0 的 邻 域 里 求 泰勒 级 数 ， 
(a) sinh™'z, (b) 人 e- dt, (c) [ ta. 


*8. 估计 问题 .7 里 使 用 级 数 的 前 n 项 所 产生 的 误差 . 
9. 在 3.14a 节 里 椭圆 函数 s(w) 定义 为 椭圆 积分 


“ dz 
“9) = / (1 — 22){1 — K2r2) 


的 反 函 数 。 求 s(u) 的 泰勒 展开 式 到 5 次 项 . 
10. 计算 下 列 极限 ， 


(a) lim z [Qi+ 二 -| ， 


“(ce) lim z IQ 十 5 - — elog Q 十 二 ) | . 


"11. 求 + (zj 依 二 的 短 笑 开 的 泰勒 级 数 的 前 三 项 . 

*12. 两 颗 异 性 的 带电 粒子 +e, -e, 当 其 则 距离 d 很 小 时 形成 
一 个 电 侦 极 子 ， 其 偶 极 矩 M = ed. 试 证 明 

(a) 在 位 于 侦 极 子 轴 上 ， 而 与 俩 极 子 的 中 心 距 离 为 > 的 一 点 处 
的 电位 能 是 (M/r?) (1 + 6), 其 中 。 近似 等 于 有 /4r”. 

(b) 在 位 于 侦 极 子 的 中 重 线 上 的 一 点 处 电位 能 是 零 ， 
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(c) 在 一 个 相对 于 偶 极 子 的 中 心 和 轴 的 电位 能 是 [M cos(9/72)][1+ 
引 , 其 中 < 近似 等 于 (d2/8r2?j(5cos20 一 3). 

(单个 的 点 电荷 g 在 曝 这 个 电荷 的 距离 为 * 的 点 处 的 电位 能 是 
djr, 儿 个 电 茶 的 电位 能 是 单个 电荷 的 电位 能 的 和 ). 


5.6 节 ， 第 511 页 


1. 若 f(a) = 0 而 f(x) 在 2 =a 点 有 足够 多 次 的 导数 ， 证 明 
f(z)" 和 z 轴 至 少 有 {n 一 1) 阶 接 触 . 

2. 设 曲 线 y = f(z) 经 过 原点 O ， 并 在 原点 与 * 轴 相 切 ， 证 明 
在 原点 处 曲线 的 曲率 半径 为 


,22 
一 lim 一 一 . 
TD 2y 


“3. 设 KK 是 一 个 圆 ， 这 个 辆 在 一 点 P 处 和 一 条 给 定 的 曲线 相 
切 ， 并 通过 曲线 上 一 个 相 邻 的 点 和 证 明 ， 当 4 一 王 时 间 KK 的 极 
限 就 是 这 条 曲线 在 P 点 的 曲率 圆 . 

“4. 证 明 ; 在 曲率 半径 的 极 大 值 或 极 小 信人 处 ， 一 曲线 与 其 密切 
区 的 接触 的 阶 数 至 少 是 三 . 

“5. 证 明 : 在 曲率 半径 的 极 大 值 或 极 小 值 处 ， 密 切 贺 和 曲线 不 
会 交叉 ， 除 非 接触 高 于 三 阶 , 

“6. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 


{a) cos z cosh z， ({b)jz + cosz. 

*7. 斌 求 函数 y= e- 雪 的 最 大 值 和 最 小 值 (参看 第 271 页 ). 
A,I.3 节 ， 第 517 页 

1. 若 f 在 区 间 [0,1] 上 连续 ， 证 明 


2. 证 明 ， 函 数 y = (z2)*,y(0) = 1 在 z= 0 点 连续 , 


第 六 章 ”数值 方法 


解 一 个 分 析 问 题 总 是 不 能 钳 于 完善 . 虽然 说 解 的 存在 性 及 某 些 
基本 性 质 的 证 明 通常 能 令 人 满意 , 但 是 仍 有 有 关 的 问题 留 下 来 待 回 
答 . 璧 如 说 , 这 和 解 是 用 一 个 极限 过 程 定义 的 , 例如 是 用 一 个 定 积分 定 
义 的 ， 于 是 实际 地 寻求 这 个 极限 的 近似 值 并 佑 计 这 些 近似 值 的 准确 
度 的 条 题 就 提出 来 了 ,如果 我 们 希望 把 分 析 方 法 应 用 于 自然 现象 的 
描述 和 控制 ， 而 原则 上 它们 又 只 能 用 近似 的 方式 去 描述 ， 上 述 那 样 
的 问题 就 不 仅 在 理论 上 带 有 根本 的 重要 性 ,而 且 也 是 不 可 回 各 的 . 

因此 ,能 给 出 解 的 数值 解 管 并 估计 出 它们 所 达到 的 准确 度 ， 这 
是 一 项 很 艰巨 的 任务 . 

近来 , 随 着 高 速 自 动 计算 机 的 出 现 , “数值 分 析 ” 在 理论 上 和 实 
践 上 都 受到 极 大 的 推动 ， 它 们 出 现 于 各 种 教科 书 里 2. 尽管 如 此 ， 
几 百 年 来 ， 许 多 大 数学 家 ， 如 牛顿 ， 欧 拉 ， 特 别 是 高 斯 ， 都 对 数值 
方法 做 出 了 很 大 的 贡献 . 

在 这 -- 卷 里 ， 虽 然 我 们 不 能 对 数值 分 析 给 予 广泛 的 介绍 ， 但 
是 ， 至 少将 讨论 某 些 简单 的 经 典 结果 . 


6.1 积分 的 计算 


按照 第 二 章 的 理论 ,虽然 一 个 连续 函 教 的 积分 的 存在 性 是 豪 无 


1) 例如 ， Hildebrand, Introduction to Numerical Analysis, McGraw-Hill 
Book Co., 1956; Householder, Principles of Numerical Analysis, McGraw-Hill 
Book Co., 1953; 和 Whittaker and Robinson, The Calculus of Obaervations, 
Blackie and Sons, Ltd., 1929. 
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疑义 的 了 ， 但 除 少数 情况 外 ， 这 样 一 个 积分 的 求 值 或 “ 求 面积 ”3 
并 不 能 通过 初等 函数 来 实现 . 因此 ， 我 们 必须 寻求 数值 积分 以 及 估 
计数 值 近似 准确 度 的 方法 . 

为 了 近似 地 计算 积分 


b 
7= { f(a, 上 
其 中 a <5b, 我们 用 n+1 个 点 
zu=aot+vh, nh=b—a(yv=0,1,..…,n) (2) 


将 区 间 a < zx < 上 b 分 成 n 等 份 ， 每 份 长 为 h= (8B 一 a)/n. 则 
J=》 J, 
2 一 1 
其 中 
= / flz)dz. (3) 


这 样 ， 计 算 积分 J 的 问题 就 归结 为 求 面积 的 好 的 近似 值 的 问 
题 ， 而 ,就 是 7 了 所 代表 的 整个 面积 被 我 们 切割 而 成 的 宽 为 的 诸 
带 形 . 


a 矩形 近似 公式 
来 源 于 定 积分 的 原始 定义 的 最 直接 的 近似 公式 给 出 关系 式 


T= J R(t ht + fn), 
v=1 
其 中 为 了 简便 ， 我 们 记 
i 一 fT). 


1) “ 求 面积 ”一 词 指 出 了 来 积 步 于， 也 就 是 ， 通 过 如 找 一 个 与 之 徊 积 的 正方 形 以 
测 重 曲线 内 的 面积 的 步 药 (例如 “化 匿 为 方 ” 癌 题 )， 
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这 里 (以 及 问 章 ) 符号 “xs" 表示 “和 近似 相等 " 

为 了 估计 这 个 近似 式 的 准确 度 或 者 “误差 "， 我 们 假设 ftz) 在 
区 闻 a < z < 5 上 连续 ， 且 导数 一 臻 有 界 。 |f'(z)| < Mi. 那么 ,就 
容易 证 明 ( 见 第 568 页 ， 6.1 节 问 题 4) 

2 
-hf < 2 (4) 


因而 
m2 


| AE < 


于 是 , 用 有 限 和 作 定 积分 的 近似 的 准确 度 、 用 第 三 章 第 282 页 的 术 
语 来 说 ， 是 “网 格 宽度 ” 阶 的 . 
b. 改进 的 近似 式 一 一 辛普森 法 则 


如 果 我 们 不 是 用 和 矩形 带 而 十 用 细 长 的 梯形 来 近似 面积 J ， 如 
图 6.1a 所 示 ， 那 就 不 用 费 多 少 力气 ， 而 得 到 一 个 较 好 的 近似 式 . 这 
近似 公式 (梯形 公式 ) 就 是 


= 了 ad (b ~ a)h. (5) 


J Sh(fo 十 万 ) 十 六 十 和 十 :十 Ff + fn) 


二 有 及 十 操 十 … 十 所 1) 十 二 和 (而 + fi), (6) 


因为 在 前 式 中 ， 除 首 末 两 项 外 每 个 函数 值 出 现 二 次 

一 般 比 梯形 公式 稍微 准确 的 近似 式 是 ， 以 子 区 间 zy_1 <* < 
zy 的 中 点 z-1 十 二 处 的 曲线 的 切线 为 上 边界 的 梯形 去 近似 第 v 
个 带 形 而 得 的 近似 式 . 这 个 梯形 的 面积 简单 就 是 


hfu_12 一 六 Fl 十 羡 )， 
因而 相 加 就 得 到 切线 公式 
dh{fisa t+ f372 + + fan—1)/2)- (7) 
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图 6.1 (a) 梯形 公式 。”(b) 切线 公式 


正如 我 们 将 在 第 544 页 上 看 到 的 , 当 f 的 二 阶 导 数 在 区 间 a < z <b 
上 连续 ， 并 存在 某 一 个 常数 界 M2, |f”(z)| < M2 ， 那么 这 个 近似 式 
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的 准确 度 是 及 阶 的 . 
最 后 ， 我 们 叙述 著名 的 辛普森 (Simpson) 近似 式 ， 它 不 用 费 
多 大 劲 ， 就 给 出 一个 准确 得 多 的 近似 式 ， 只 要 f 的 四 阶 导数 存在 并 
在 区 间 内 一 致 有 界 ， 邯 有 一 个 常数 M4 使 得 
fz) < Ms. 
对 n= 2m, 辛普森 公式 就 是 
J ~ 多 (有 十 后 十 后 十 '… 十 fm-1) 
+ (a +fa+ fet + fom-2)+ (ph + fzm). (8) 


这 公式 容易 求 得 ， 只 需 用 一 个 宽 为 2h 的 带 ， 它 的 上 界 是 在 三 个 横 
坐标 为 zv-tb av = zy-1 十 h， 和 zyt1 = zw-1 十 2h 的 点 上 与 子 重 
合 的 抛物 线 去 近似 第 v 个 及 第 > 二 1 个 带 所 组 成 的 区 域 ( 见 图 6.2). 
牛顿 插值 公式 (第 528 页 ) 给 出 了 这 个 抛物 线 的 方程 : 


> 


Ky~l XE yy 寺 1 多 


图 6.2 辛普森 法 则 


y=fot ew) 


+ (fF) fo ?ht ful. 
2 h2 


? 


”541 ， 


因此 ， 我 们 有 近似 式 
员 十 +1 完 矿 ydz 


Tv—1+2h 
=/ ydz 
= We +2h(f, — fu-1) 


本 2h 


十 (六 + 一 2 + fu_1) 


h 
= 4 + 4f, + fut+1). 


现在 ， 对 v= 1,3,5,…,2m 一 1， 把 所 有 这 些 近 似 值 相 加 或 所 有 庄 
“ 带 形 对 ”的 面积 相 加 ， 就 得 到 关于 偶数 n= 2m 的 上 述 公 式 . 


准确 度 


要 估计 我 们 的 各 近似 公式 的 准确 度 并 不 难 , 因为 求 积 的 每 一 步 
都 是 用 一 个 容易 积分 的 函数 (2)( 一 个 多 项 式 ) 来 通 近 该 区 间 上 的 
函数 f(z) 的 . 因此 , 积分 公式 的 误差 估计 能 够 通过 估计 |f(z) (2)| 
得 到 

在 切线 公式 里 (第 540 页 ) ， 我 们 在 区 间 [z, -ivzv] 上 用 中 点 

,一 (h/2) 处 f(z) 的 切线 代替 f(z) ， 就 是 说 ， 用 
h hy , hh 
He) = fw) + (t+) 
代替 f(z). 根据 拉 格 朗 日 余 项 形式 的 泰勒 定 更 
je) = G(r) + (2 w+) FE), 


其 中 位 于 = 与 zy 全 之 则 .因此 ， 对 应 于 一 条 带 形 的 误差 由 下 
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式 估计 
nts He) -tla 


< / “Toy -gajlas 


Ty—1l 


1 hn2 
人 一 ~ 一 
smf > (2 p+ 2 ) dz 
h3 
= 34 Mz 


于 是 ， 对 于 切线 公式 里 各 区 间 所 产生 的 总 误差 ) ， 我 们 求 得 上 界 
为 


h3 h? 
na M2 一 机 ?和 也 一 0). 


作为 估计 误差 的 一 个 范例 , 我 们 把 这 个 推导 应 用 于 其 他 求 积 公 
式 . 在 梯形 法 则 (6) 中 ， 我 们 在 区 间 [zw-1,zv] 上 用 线性 内 插 多 项 
式 


gz) = ft (es 


逼近 f(z). 由 m= 1 时 的 插值 公式 余 项 的 误差 估计 式 [ 见 第 531 页 
等 式 (40)] ， 我 们 得 到 


fj- 下 = 三 ez 一 av 
其 中 位 于 zw-1 与 zy 之 间 ， 因此， 计算 二 时 误差 的 绝对 值 至 多 


是 了 
m 1/ 
Ty—1 


因而 ， 总 的 误差 至 多 是 这 个 量 的 ” 售 : 


h2 
二 Malb— a). 
记忆 一 9 


人 )z so)ldz = EM 
3 TT— Ty 1MNT— Tr 三 12 2， 


1) 这 是 使 用 近 傣 公式 男 有 的 误差 ， 叫 做 截断 误差 . 实际 上 ， 因 为 计算 中 的 舍 入 会 产 
生 附 加 误差 ， 随 着 所 取 步 数 的 赠 大 (也 就 是 h 的 缩小 ) ， 舍 和 误差 的 总 效果 很 可 能 会 增 
大 ， 而 截断 误 装 则 在 减 小 , 
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同样 的 技巧 可 用 于 辛普森 法 则 (8), 把 9(z) 取 为 一 个 在 zw-D 
Vu, 8v+1 三 片 处 与 了 一致 的 二 次 多 项 式 , 就 在 刀 二 J+i 内 引出 一 个 
阶 为 ph 的 误差 . 而 实际 上 , 误差 估计 还 可 以 改进 一 个 数量 级 , 只 要 
取 一 个 三 次 多 项 式 和), 使 它 在 区 间 [ev -iav+i 上 给 出 一 个 比 二 
次 多 项 式 更 好 地 近似 于 f 的 近似 式 , 而 且 仍 有 相同 的 积分 , 就 引导 
到 关于 积分 J 的 同一 个 近似 公式 (8). 我 们 简单 地 用 £1, zwzv+1 
三 点 上 与 /(z) 重合 的 内 插 多 项 式 ， 使 之 满足 bl (zuv) = 六 (zwv); 它 
的 形式 为 


$x) =Ao + Ai(z — zo_1) + A — zy_1)(F — er) 


十 4a(z — By) (zs 一 zolfz 一 zol 


此 处 ， 前 三 项 代表 在 三 点 zw-i;zuwzu+l 上 与 了 重合 的 二 次 插值 多 
项 式 ， 和 常数 4s 必须 由 条 件 W(xw) = f(zv) 来 决定 ， 
末 项 


4s(z 一 2 十 和 (了 一 Cuvjfz 一 Cr 一 月 ) 
= 4s[(z 一 wv) 一 h2](z — Bu) 


显然 是 > - zw 的 一 个 奇 函 数 ， 因 此 ， 从 z 一 h 到 rv + 的 积分 
为 零 . 所以， 对 于 f 的 近似 式 的 误差 ， 我 们 有 估计 [参看 第 531 页 
(40) ，n = 3, 而 在 zy 点 有 二 个 重合 的 内 播 点 ] : 


1 -$= (eo) (es) FOE). 


这 就 给 出 了 ， 在 计算 五 十 +1 时 的 误差 估计 ， 它 是 


因此 ， 总 误差 估计 是 
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自然 地 , 在 每 个 带 形 内 用 一 个 更 高 阶 的 多 项 式 逼 近 函 数 ffz) ， 


我 们 就 可 以 获得 更 高 的 准确 度 . 


例 . 我 们 用 这 些 方法 计算 


2 
og.2= 上 实 . 
1 


将 区 间 1 < > < 2 分 成 长 度 为 h= 去 的 10 段 ， 并 且 用 梯形 法 则 


(6) ， 我 们 就 得 到 


1=1.1 fi=0.90909 
x2=12 f=0.83333 
73 一 1.3 ;=0.76923 
z4=1.4 f=0.71429 
rs=1.5 fs =0.66667 
ze6=16 fs=0.62500 
z7 一 17 f=0.58824 
za 二 18 fo =0.55556 
Two=1.9 fo =0.52632 
和 6.18773 

zo =1.0 了 后 =0.5 
210 = 2.0 于 ji 一 0.35 
6.93773 . 1 
10 

log。 2 2 0.69377. 


因为 被 积 函 数 的 图 形 的 凸 的 一 边 向 着 = 轴 ， 所 以 这 个 值 太 大 了 ， 


用 切线 法 则 (7) ， 我 们 有 


1 

zo 二 pa 二 1.05 
1 

rl 十 Bk = 1.15 
1 

bsp 十 zt 二 1.25 
1 

T3 十 一 不 二 1.35 
2 

2Z4 十 3h = 1.45 
1 

ZX5 十 a? 一 1.55 
1 

Z6 十 BR 一 1.65 
1 

7 十 ph =1.75 

Tg 十 3h = 1.85 


Lg 十 下 一 1.95 


fi/2 = 0.95238 
fa/2 = 0.86957 
fs/2 = 0.80000 
方 /3 = 0.74074 
fo/2 = 0.68966 
fli = 0.64516 
fis/2 = 0.60606 
fis/2 = 0.57143 
fi7/2 = 0.54054 


fi9j2 = 0.51282 


1 
6.92863 . 36 


log。 2 ~ 0.69284. 
由 于 曲线 的 凸 性 ， 它 又 太 小 了 . 


对 于 同一 个 分 割 ， 用 辛普森 法 则 (8) ， 就 得 到 一 个 准确 得 多 的 
结果 .我 们 有 


zi1=1.1 fi=0.90909 
zs 一 1.3 万 =0.76923 
zs=1.5 万 = 0.66667 
zw7=17 fr =0.58824 
ze 一 19 万 =0.52632 
和 3.45955 .4 
13.83820 
za 一 12 f=0.83333 
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了 4 二 1.4 fa 三 0.71429 
ze=16 fs=0.62500 
xs=1.8 fe=0.55556 


和 2.72818 .2 
5.45636 
13.83820 


Ty 一 1.0 态 =1.0 
10 一 2.0 fio = 0.5 


1 
20. ‘oo 
0.79456 30 


log, 2 2 0.69315. 


事实 上 
log, 2 = 0.693147:…. 


6.2 数值 方法 的 另 一 些 例 


a- 误差 计算 


误差 计算 只 是 微分 学 的 基本 事实 在 数值 上 的 应 用 : 一 个 足够 多 
次 可 微 的 函数 f(z) ， 在 一 点 邻 域内 能 够 表示 成 一 个 线性 函数 带 一 
个 高 于 -- 阶 的 误 卷 ; 表 成 一 个 二 次 函数 带 - 一 个 高 于 二 阶 的 误差 ， 等 
等 . 

考虑 函数 y = f(z) 的 线性 近似 如果 y 二 人 Ay = flz + Ax) = 
f(z + hh) ， 根 据 秦 勒 定理 ， 我 们 有 


h2 
Ay = hf'{z) 十 (0), 


其 中 =z+9h(0 < 日 < 1) 是 一 个 无 需 准确 知 道 的 中 间 值 如果 
h = Az 很 小 ， 我 们 就 得 到 实用 的 近似 式 


Ay ~ hf'(z). 
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这 样 ， 我 们 就 用 导数 代替 近似 等 于 其 值 的 差 商 ， 并 且 用 近似 相等 的 
的 线性 式 代替 y 的 增 量 . 

这 个 简单 事实 以 下 述 方式 用 于 数值 计算 ， 设 两 个 物理 量 = 与 3 
满足 关系 y= f(z). 那么 我 们 要 问 ， 由 于 = 测量 的 不 准确 ， 对 确定 
y 有 什么 影响 ? 如 果 我 们 用 不 准确 值 z+ 代 换 “ 真 " 值 =， 那么 4 
的 相应 什 与 真 值 y = f(z) 之 差 的 大 小 就 等 于 Ay = f(s+ 有 一 f(z). 
因此 ， 这 误差 可 用 上 述 关系 近似 地 给 出 . 

我 们 举例 说 明 这 种 线性 近似 的 用 法 

例 . (a) 在 A4BC 中 (参看 图 6.3) ， 假 设 准确 地 测 得 了 边 5 和 
c， 而 角 a = z 的 测量 则 在 误差 范围 |Az| < 5 之 内 . 试问 第 三 边 的 
值 y = a = V 王 二 正二 556505R 的 相应 误差 是 多 少 ? 


我 们 有 Aa s (bcsin aAa)/a. 因此 ， 百 分 误差 是 
100Aa _ 100be 
0 ~ 2 
特别 地 ， 当 5 = 400 米 ，c = 500 米 和 a = 60? 时 ,我 们 有 Y= a = 
458.2576 米 ， 所 以 


sin aAa. 


, 2 _200000 
~ 458.2576 


如 果 Aa 能 在 弧 为 10 秒 之 内 测 得 ， 就 是 说 ， 如 果 


A x FV3Aa. 


Aa 一 10” = 4846 x 10-8 弧 度 ， 
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我 们 求 得 最 坏 结果 也 就 是 


Aa ~ 1.83 和 厘米 . 


因此 ， 误 差 至 多 约 为 0.004%. 

(b) 下 面 这 个 例 说 明了 线性 化 在 物理 问题 中 的 用 法 . 

由 试验 得 知 ， 如 果 温 度 为 to 时 一 个 金属 棒 的 长 度 为 ld ， 则 温 
度 为 时 , 它 的 长 度 将 是 1= io(1+alt 一 如 )), 其 中 a 仅仅 依赖 于 如 
和 棒 的 构成 原料 ， 现 在 ， 如 果 一 个 摆 钟 在 温度 为 to 时 保持 准时 ， 
试问 当 温 度 升 到 ti 时 ， 它 每 天 将 要 慢 多 少 秒 ? 

关于 振动 周期 了 (0), 我 们 有 


了 (站 = mt 


Ea 
如 果 长 度 变化 为 Al ， 振 动 周期 的 相应 变化 就 是 
Tal 
Vi 
其 中 且 = (1 + at 一 to)),Al = alolt1 一 to), 这 就是 每 次 振动 失 
去 的 时 间 ， 一 秒 钟 将 慢 分 ~ w A1/2lo， 因 此， 这 个 摆 钟 每 天 要 慢 
43200A1/P = 43200a(t 二 加) 种. 
在 这 个 例 中 以 及 许多 所 考虑 的 函数 是 几 个 因子 的 积 的 其 他 情 
况 中 ， 我 们 在 微分 之 前 ， 对 等 式 两 边 取 对 数 ， 可 以 简化 计算 ， 在 这 
个 例 中 ， 我 们 有 


( 见 第 460 页 ). 因此 ， 


AT ZO 


1 
log 7 = log 27 一 到 Jog9 十 于 logt 


微分 得 
dr 1 


1 
Td a 
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用 AT/AL 代 换 号， 给 出 


与 前 面 的 结果 一 致 
*b. 的 计算 


另 一 个 与 前 面 不 同 的 例子 是 使 用 了 特别 技巧 的 经 典 例子 ,尽管 
也 许 由 于 有 了 现代 计算 技术 这 些 技巧 已 经 不 用 了 . 

用 反正 切 级 数 的 莱 布 尼 兹 级 数 工 = 1 - 了 二 三 一 广 十 … 第 
496 页 第 5.2 节 (7)] 计算 r 并 不 适用 ， 因 为 它 收 敛 得 太 慢 ， 然 而 使 
用 下 述 技巧 ， 我 们 可 以 较 容 易 地 计算 7. 如 果 在 正切 的 加 法 定理 


tana 十 tanp 
1—tanatanf 


中 ， 引 入 反 函 数 a = arctanw, 有 = arctanv, 我 们 就 得 到 公式 


tan(a 十 PF) = 


er ) 


arctan t+ arctanv = arctan ( 
1— uy 


现在 ， 选 择 和 v， 使 得 (w +t)/(1 一 wv) = 1， 我 们 在 右边 得 到 


值 工 . 而 如 果 v 与 v 是 小 的 数 ， 我 们 借助 于 已 知 级 数 就 可 以 容易 


地 算出 左边 例如 像 软 拉 做 过 的 ， 如 果 令 “= ,v= 子 , 我 们 就 得 


2 时 
到 
下 1 1 
下 二 arctan py 十 arctan EN (9) 
1 1 
31+7 1 ， 1 1 
如 果 再 注音 到 1 =F; 我 们 有 arctan 3 = arctan 可 十 
1 一 一 
21 


arctan > ， 根 据 (9) ， 就 有 


TT Zarctan 1 + arctan 1 
4 3 7- 
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利用 这 个 公式 ， 维 加 (Vega) 将 数 的 信 计 算 到 140 位 
借助 等 式 (二 + 计 )/ (1 二 ) = 部 ,我 们 进一步 得 到 


1 1 1 
arctan Ey = arctan 5 十 arctan B 


或 者 ) 
地 = 2arctan 5 十 arctan 十 2arctan B: 
3 5 
这 个 展 式 对 于 借助 级 数 arctanz = z 一 本 十 二 一 .… 计算 是非 


常 有 用 的 ， 因 为 如 果 我 们 用 值 二 ,= 或 二 代替 = ， 则 由 于 项 减 小 
得 很 快 ， 只 用 很 少儿 项 ， 我 们 就 可 得 到 一 个 高 准确 度 的 结果 . 

对 这 些 技巧 ， 以 及 这 些 艺术 处 理 不 特别 感 兴趣 的 读者 ， 对 原理 
有 个 理解 就 可 以 了 


"c、 对 数 的 计算 
为 了 求 对 数 的 数值 ， 我 们 来 变换 对 数 级 数 [第 495 页 ， (5)] 


1 十 人 23 了 


其 中 0<z<1. 将 
1+z p2 _ 1 
1 一 2z FBI 2521 
代入 级 数 得 


1 1 1 
logp = 也 logl(p— 1})+ pl log(p 十 二 十 5 
+ LT 1 十 …， 


其 中 2p? 一 1 > 1 或 严 >1. 如 果 p 是 一 个 整数 而 且 p+1 可 以 分 解 
成 较 小 的 整数 因子 (譬如 ， 如 果 p+ 1 是 偶数 ) ， 后 面 这 个 级 数 就 把 
2 的 对 数 表 示 成 较 小 整数 的 对 数 加 一 个 级 数 ， 而 级 数 的 诸 项 减 小 得 
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很 快 ， 因 而 ， 它 的 和 只 用 很 少 几 项 就 可 以 充分 准确 地 计算 出 来 . 因 
此 ， 只 要 我 们 已 经 算出 了 log 2 的 值 (例如 ， 可 用 第 547 页 上 的 积 
分 表示 法 进行 计算 ) ， 我 们 就 能 从 这 个 级 数 逐步 算出 任何 素数 的 对 
数值 ， 进 而 也 能 算出 任何 整数 的 对 数值 
这 样 确定 的 logp 的 准确 度 可 用 几何 级 数 来 估计 ， 这 比 用 余 项 
的 一 般 公式 容易 得 多 ， 关 于 级 数 的 余 项 R, ， 也 就 是 1/n(2p? 一 1)* 
这 一 项 之 后 的 所 有 项 的 和 ， 我 们 有 
1 1 1 
trap t Gy + Gp -mr + 
1 1 
rr QF- 


而 这 个 公式 立即 给 出 了 所 要 求 的 误差 估计 . 
作为 举例 , 让 我 们 用 级 数 的 前 四 项 计算 log。 7( 在 log。2 和 1log。3 
已 经 求 出 了 数值 的 假设 之 下 ). 我 们 有 


p=7, 2p?—1=97, 

上 十 
97 3.973 

s 0.00000037， 


1 
log7 = 2log2++ py log3+ 
I 2 0.01030928 1 
97 ” 3.973 
210g 2 ~ 1.38629436, 于 log 3 s% 0.54930614; 


因此 
log。7 xs 1.94591015. 


舍 计 误差 给 出 


1 1 


* gi x 1 


1 
Rn < 5.973 


但 是 , 我 们 注意 到 ,我 们 相 加 的 四 个 数 中 每 一 个 数 都 只 给 出 范围 在 
5x10 之 内 的 误差 . 这 就 使 得 log 7 的 计算 值 的 末 位 可 能 差 2. 然 
而 ， 事 实 上 ， 未 位 也 是 准确 的 , 
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6.3 ”方程 的 数值 解法 


关于 方程 f(z) = 0 的 数值 解法 我 们 给 一 些 注释 ， 此 处 f(z) 不 
需要 是 一 个 多 项 式 2. 我 们 从 诸 根 之 一 的 试验 性 的 第 一 个 值 zo 开 
始 ， 然 后 改进 这 个 近似 值 . 根 的 第 一 个 近似 值 如 何 选 取 和 该 近似 式 
有 多 好 ， 可 以 暂 不 考虑 . 例如 ， 对 第 一 个 近似 值 ， 我 们 可 以 做 个 粗 
略 的 猜想 ， 或 者 更 好 些 ， 从 函数 y = f(z) 的 图 像 上 取 ， 因 为 函数 图 
像 与 = 轴 的 交点 就 表示 了 所 要 求 的 根 , 

然后 ， 我 们 试 着 用 一 种 程序 或 一 个 映射 去 改进 这 个 近似 值 ， 从 
而 把 值 zo 变 成 “第 二 个 近似 值 >， 并 且 重 复 这 种 程序 ， 数 值 的 解 方 
程 f(>) =0 就 是 重复 上 述 的 逐次 逼近 (或 者 ， 如 大 们 所 说 “ 选 代 ” 
程序 ) ， 以 期 望 选 代 值 zl za …，zn 满意 地 收敛 到 根 上 我们 将 考 
虐 各 种 这 样 的 程序 ， 并 简短 地 讨论 它们 的 准确 度 . 


a， 牛 顿 法 


方法 综述 , 牛顿 达 代 程序 基于 微分 学 的 基本 原理 一 在 草 近 


切 点 的 邻 域内 ， 用 场 线 代 替 曲 线 ， 从 方程 f(z) = 0 的 根 上 的 第 一 
个 近似 值 zo 出 发 ， 我 们 考虑 函数 g = f(z) 图 形 上 的 点 ， 其 坐标 是 
z= 20,9 二 了 f(z0). 为 了 找 出 曲线 与 = 轴 的 交点 二 的 一 个 较 好 的 近 
似 值 ， 我 们 取 定 点 rz: ， 它 是 在 点 2 = zo,g = f(zo) 处 的 切线 与 > 
轴 的 交点 。 这 个 交点 的 横 举 标 z1 代表 了 一 个 新 的 ， 而 且 在 某 些 情 
况 下 是 一 个 比 zo 更 逼近 所 求 方程 根 上 的 近似 值 . 


图 6.4 立刻 给 出 
eo) 二 f'(20) 
0 一 多 1 
因此 ， 新 的 近似 值 f(go) 
wo 
T1 一 了 0 一 F(zo) * {10) 


1) 当然 ， 我 们 关心 的 仅仅 是 确定 f(z) = 0 的 实数 根 . 


6.4 近似 公式 的 牛 频 方 法 


现在 从 zi 作为 一 个 近似 值 出 发 ， 我 们 重复 这 程序 ， 去 求 za = zl 一 
f(z1)/f'(z1) ， 然 后 ， 如 此 继续 下 去 ， 

这 种 程序 之 有 用 ， 本 质 上 依赖 于 油 线 y = f(x) 的 性 质 ， 在 图 
6.4 指出 的 情况 中 ， 逐 次 近似 值 2 以 越 来 越 高 的 精确 度 收敛 到 所 
求 的 根 &. 

然而 ， 图 6.5 指出 了 一 个 原始 什 zo 的 似是而非 的 选择 ， 我 们 
的 作 图 根本 不 收 伍 到 所 求 的 根 ， 因 此 ， 必 须 一 般 地 考察 在 怎样 的 情 
况 下 ， 牛 顿 法 给 出 方程 解 的 有 用 的 近似 值 . 

和约 二 做 和 

假设 在 根 上 附近 一 个 足够 宽 的 区 间 里 ， 二 阶 导 数 严 (z) 不 “ 太 
大 ”， 而 一 阶 导 数 f(x) 不 “ 太 小 *， 则 牛 恩 近似 法 的 主要 之 点 是 逐 
次 “误差 ” 


hl=é~— he=é— ra, hn=€— Yn 
在 意义 |hn+ti| <s ph2 之 下 二 次 收 敏 到 零 ， 其 中 & 是 一 个 固定 的 


常数 . 这 指出 了 一 个 极 快 的 收 敏 速度 . 如 果 我 们 把 这 个 不 等 式 写成 
hnrip| < haxl? 的 形式 ， 它 就 意味 着 ， 辟 如 当 |hnp| < 10-” 时 ， 


我 们 有 |hwriy| < 10- 税 , 即 kzn 中 “有 效 位 ”的 位 数 是 每 步 成 倍 
增加 的 . 
这 个 二 次 收敛 的 证 明 是 喜 截 了 当 的 ， 从 关系 式 zn+l = zn 一 


Zn 
F(zn) 和 f(t€) = 0 ， 我 们 得 到 
hntl = € ~ Tnrl = 
根据 泰勒 公式 


FE) flen) = (€ = en)f (en) + T(E — wen) f"(W) 


其 中 位 于 与 rn 之 向 ， 因 此， 


hari 一 一 sp 2 (11) 


为 了 确立 收 倒 性， 我 们 设 zw 已 经 属于 一 个 固定 区 全 一 4 < < 
十 5， 在 此 区 则 内 |f"| 有 最 大 值 M2,1f'| 有 正 的 最 小 值 m: ， 并 
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且 5 很 小 ， 使 得 于 5Majma <1. 令 p= 六 Ma/mus 我 们 有 16 <1 
以 及 
LE plhnl? < pilhs| < |hnl. 


这 个 不 等 式 首先 指出 ， rn+l 仍 属 于 同一 个 上 的 5 邻 域 ， 因 此 ， 这 
个 结论 可 重复 使 用 , 所 以 , 只 要 zo 位 于 的 5 邻 域内 , 那么 所 有 后 
续 的 z。 也 将 属于 同一 个 二 的 4 邻 域 . 因为 从 |hnri| < p6lhn| ， 可 
推出 jin+il < (6)” aol ,这 就 意味 着 hn 一 0 或 zw 一 上 ;另外 ， 
递减 的 一 次 规律 itri| < plhn 对 误差 也 成 立 ， 于 是 很 清楚 ， 和 牛顿 
法 将 为 我 们 提供 一 个 一 定 收敛 到 和解 € 的 序列 zs ， 只 要 假定 f' 与 
f" 存在 并 在 附近 连续 ， f"(&) 关 0. 而 且 zo 已 足够 接近 &. 近似 
式 的 二 次 性 质 通 常 是 牛顿 法 超越 其 他 方法 的 一 个 决定 性 的 优点 { 见 
第 563 页 ). 


*b. 假 位 法 


牛顿 法 是 一 个 比较 古老 的 方法 一 一 假 位 法 一 一 的 极限 情况 . 
在 这 个 比较 古老 的 方法 中 ， 割 线 代替 了 切线 .假设 在 所 求 的 曲线 与 
z 轴 的 交点 的 邻 城内 ， 我 们 已 知 两 个 点 【zo 加) 和 (z1, 芒 } 如 果 我 
们 用 连结 这 两 点 的 割 线 代 替 曲 线 ， 这 条 人 割 线 与 z 轴 的 交点 就 能 够 
作为 一 个 所 求 的 方程 根 2 的 一 个 改进 了 的 近似 值 ， 对 于 交点 的 横 
坐标 上 《， 我 们 有 (图 6.6) 


《一 z0 一 41 
Flzo) ”cz (12) 


出 此 导出 


_ Tof (x1) — v1f (xo) 

f(z1) — f{zo) 

Tof (21) ~ cof (zw0) + zof (x0) — wif (zo) 
flw1) — f(xo) 


1) 这 实质 二 相当 于 线性 内 辆 用 于 反 函 致 . 
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6.6 假 位 法 


出 
(Tey 站 
2&1 一 Yo 
这 个 从 zo 和 zi 确定 进一步 近似 值 的 公式 构成 了 假 位 法 ， 如 果 
函数 的 一 个 值 为 正 ， 而 另 一 个 为 负 时 ， 璧 如 说 像 图 6.6 中 那样 ， 
Wn >0am < 那么 俱 位 法 就 更 显得 有 用 . 
牛顿 的 近似 公式 是 作为 z1 一 zo 时 的 一 种 极限 情况 ， 因 为 当 
z1 趋向 xo 时 ， 公 式 {13) 右边 第 二 项 的 分 母 趋向 产 (zo). 
虽然 可 以 认为 假 位 法 比 和 牛顿 法 更 基本 , 但 因为 牛顿 法 只 需要 一 
个 = 值 作为 初始 近似 值 ,而 不 是 两 个 值 ， 所 以 牛顿 法 有 很 大 的 方便 
性 , 


“. 和 迭代 法 
迭代 模式 . 现在 我 们 转向 一 个 应 用 极 广 的 模式 来 解 


T= 9(r) 


- 557 . 


这 种 形式 的 方程 ， 其 中 % 是 一 个 共有 连续 导数 的 连续 函数 .如果 我 
们 令 p(x) = 2 一 c(z)ff(z) ,这 里 c(z) 是 任 一 不 为 0 的 函数 ， 那么 ， 
解 形 如 f(x) = 0 的 方程 就 可 简化 为 解 形 如 > = gz) 的 方程 . 

在 这 个 特别 有 局 发 性 的 迭代 法 里 ， 我 们 也 从 适当 选择 初始 
近似 值 zo 开始 ， 从 而 由 条 件 


rntl 一 P(rn), n= 0, 1,2,.…， 


确定 一 个 序列 z1,z2,z3,…. 如 果 这 个 “迭代 "序列 ze 收敛 到 一 个 极 
限 6, 那么 6 = $(€) 就 是 我 们 方程 的 一 个 解 , 因为 这 时 im zn+1 = 
并 且 由 于 函数 4 的 连续 性 而 有 Jim p(za) = 9(€). 

收 生性 . 序列 值 zo 在 选 代 程序 中 收敛 到 一 个 解 ， 这 是 在 一 个 
非常 普遍 的 条 件 下 成 立 的 ， 如 果 第 一 个 近似 值 zo 位 于 围绕 着 解 < 
的 一 个 区 间 J 内 ， 而 在 这 区 间 内 有 

lb(zj1<9， 


其 中 9< 工 是 一 个 常数 ， 则 rn 收 敏 到 5. 
因为 设 zo 位 于 了 内 ， 我 们 就 有 


21 一 一 由 2o) ~ pA). 


根据 中 值 定理 ， 这 个 方程 的 右边 等 于 (zo -6)6'(z) ， 其 中 3 位 于 了 
内 . 于是， 根据 我 们 的 假设 就 有 


fz1 ~ £| < qlzo 一 是 ， 
所 以 ， zl 属于 7， 因而 又 有 


lzz ~ £| < qlz1 ~ é| < |wo 一 对 
1) 有 了 时 叫做 逐次 扣 近 法 ， 为 了 解 这 类 碾 那 类 方程 ， 这 个 方 枝 被 用 于 许多 不 同 的 数学 
2) 角 然 € 是 未 知 的 ， 但 是 ， 通 常 我 们 可 以 事先 定 出 这 样 一 个 区 疯 . 
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一 般 地 ， 我 们 得 到 
xn 一 ql < |xo 一 引 |. 


因为 当 n -oo 时 g" 一 0 ， 所 以 我 们 的 论断 得 证 

另外 ， 如 上 所 见 ， 当 在 附近 的 区 间 内 (<) > 1 时 ， 选 代 序 
列 zn 不 收敛 ， 如 果 |%(E)| = 1 ， 我 们 不 能 做 出 一 般 结论 

这 个 到 不 

通过 映射 或 变换 来 研究 交代 程序 是 很 有 用 的 ， 西 数 y = (x) 
代表 一 个 变换 , 它 把 数 轴 上 的 一 个 点 映射 到 这 个 数 灿 上 的 一 个 像 
点 区 见 第 21 页 ), 因此 ， 解 & 就 是 一 个 不 被 变换 4 所 改变 的 点 ， 即 
所 谓 的 不 动 点 ， 寺 是 ， 问 题 就 是 找 喘 射 的 不 动 点 ， 如 已 看 到 的 , 
当 忆 人)| < g < 1 时 ， 这 个 问题 可 用 迭代 法 解决 

在 jb'(zj| < q < 1 的 情况 下 ， 根 或 不 动 点 6 的 邻 域 的 映射 
y= g(x) 具有 收缩 性 质 ， 就 是 它 缩短 了 原来 点 到 不 动 点 的 距离 
这 种 收缩 映射 的 不 动 点 称 为 吸引 性 不 动 点 ， 它 们 的 选 代 结构 像 一 
个 公 比 为 4 的 儿 何 级 数 的 项 一 样 收 全 

如 果 根 《或 我 们 的 变换 的 相应 不 动 点 在 一 个 区 间 内 有 | (zj| > 
r 其 中 ” 是 一 个 大 于 1 的 常数 ， 则 变换 是 扩张 的 ， 选 代 程序 发 
散 ， 而 不 动 点 称 为 排斥 性 的 . 

如 果 在 不 动 点 上 ， 我 们 有 lg(E)| = 1 ， 就 不 能 做 出 关于 选 代 收 
敏 性 的 一 般 结论 ， 这 样 的 不 动 点 有 时 称 为 中 立 的 (中 性 的 ) 

下 述 意 兄 应 该 强调 ， 映射 $ 的 一 个 不 动 点 也 自然 而 然 地 是 地 
映射 的 一 个 不 动 点 ，《 = %(6), 如 果 在 根 《 的 一 个 邻 域内 IW'()| > 
1， 而 且 z 一 区 是 少 的 反 函 数 ， 则 |W(6)| < 1 于 是 就 是 这 个 
道 映 射 的 -个 吸引 性 不 动 点 因而 可 能 用 对 于 北 映 射 是 收敛 的 迁 代 
模式 代替 原来 发 散 的 选 代 模式 ， 作 为 一 个 例 ， 我 们 考虑 方程 


rT = tanwy. 
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图 6.7 曲线 gg=tanz 和 yy=z 的 交点 (全 


从 西数 yy 三 工 和 y= tanz 的 图 像 可 清楚 地 看 到 ， 它 们 在 区 间 7 < 
< 内 交 于 某 点 ， 因 此 ， 我 们 的 方程 也 将 在 该 区 间 有 一 个 根 &. 
因为 

dtanz _ 1 1 
cnr 


所 以 ， 以 区 间 内 的 任何 点 zo 为 初始 值 的 选 代 程 序 都 不 会 收银 然 
而 ， 如 果 我 们 把 方程 写成 逆 形 式 {用 符号 arctan zx 记 主 值 分 支 ) 


= arctanz + 


我 们 就 得 到 一 个 收 伍 的 欠 代 序列 ， 因 为 这 里 


1 


TT < 1， 


-了 arctamn Y = 
a 二 
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所 以 用 zw+i = arctan zn 十 以及， 辟 如 说 ，zo = ”所 定义 的 序列 
收 敏 到 #. 


d. 迭代 与 牛顿 程序 
如 前 所 述 , 解 形式 为 Hz) = 0 的 方程 可 以 归结 为 解 形式 为 > = 
(x) 的 方程 ， 只 要 我 们 把 6(z) 选 成 形式 为 
$F) = 了 一 czjF(z). 


的 任何 一 个 式 子 ， 其 中 c(z) 是 一 个 非 0 函数 . 如果 我 们 想 用 选 代 
法 解 所 得 的 方程 x = g(x), 我 们 就 必须 通过 适当 选取 c(z) 保证 映 
射 $8 的 不 动 点 上 是 “吸引 的 ” ， 也 就 是 说 ， 必 须 有 |#'( 旭 | < 1. 现 
在 ， 对 于 f(6) =0 的 解 《， 我 们 有 


P(E) =1— oe) — cE = 1 ee) FE). 


最 简单 的 选 法 是 取 c(z) 为 一 一 
的 这 种 选 法 导致 迭代 序列 


pr .于 是 当然 有 | 多 (| =D < 1. c(z) 


f(zn) 
f(zn) 


它 正好 就 是 第 554 页 牛顿 法 中 近似 式 (10) 的 序列 ， 关 于 误差 x 一 
E = hs ， 我 们 有 估计 


Tntl 一 plzn) = Yn 


[hari| = Ip(zn) — $A < qhn, 


其 中 9 是 以 E 和 zn 为 端点 的 区 间 内 |#'(z)| 的 最 大 值 。 因 为 这 里 


FF (2) 
fate] 


而 jz) = Fo 一 FE = 了 (D(z 一 全 ,我们 看 到 9 自身 与 bn 同 阶 ， 
因而 就 再 次 证 实 牛 顿 法 中 近似 的 二 次 特性 . 


少 (z)] = 
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男 一 种 对 c(z) 的 最 简单 选 法 是 取 常 数值 1/f'(zo) ， 导 致 递 推 
公式 f(xn) 


Znt+1 一 plzr,) = En f(zo) 。 
这 里 ， 多 全] = 1 一 了 (4)/ 关 (zo). 如 果 大 连续 而 不 为 0 ， 并 且 我 们 
的 初始 近似 值 zo 已 选 得 充分 接近 于 解 《， 使 得 

wn fro0) — F(a 

I$ (€)| 一 | 产 (zo]| < 1， 
那么 我 们 有 一 个 吸引 性 不 动 点 上. 这 个 和 迭代 序列 比 牛顿 法 中 所 用 的 
稍为 简单 些 ， 然 而 ， 收 敛 将 慢 得 多 ， 有 如 一 个 几何 级 数 ， 像 多 数 迷 
代 模 式 一 样 . 

例 . 作为 一 个 例 ， 我 们 讨论 三 次 方程 


Flz) 一 2 一 27 一 5=0 


因为 f(2) = -1 < 0,f(3) = 16 > 0, 肯定 在 区 间 2 < z < 3 内 存在 
一 个 根 &. 又 因为 fz) 一 3z2 -2> 3(2)2 一 2 > 0, 所 以 这 区 介 世 只 
包含 一 个 根 ， 用 牛顿 法 ， 从 近似 值 zo = 2 开始 ， 我 们 逐次 求 得 


加 Flzo) _ -1 

出 1 二 0 一 F(zo) 一 2 一 33 二 2 一 2.1, f(z1) 三 0.061， 
fz) 。 0061 

Ya 一 1 一 Fl) 一 2.1 535 了 一 了 一 2.094568, 


因为 f(2.1) > 0,f(2) <0, 根 & 位 于 2 和 2.1 之 间 ， 在 区 间 
1.9<zZ<22 内 ， 我 们 有 估计 


| 产 (ji = 16z| < 6(2.2) = 13.2， 
Pr(z) 一 3z2 — 2 > 3(1.9)? — 2 = 8.83. 


这 估计 自然 对 区 间 《一 0.1 < x < 有 +01 更 成 立 ， 由 此 得 出 [多 第 
556 页 (11)] 


13.2 2 2 
所 一 一 一 一 , nr 一 . 
丘 一 zn+1| 二 2010.83) l=" El2 < 0.75|zn — | 
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只 要 |zn 一 引 < 0.1, 因为 lzo 一 引 = 革 一 引 < 0.1， 我 们 逐次 求 得 
(x1 一 上 如 < (0.75)(0.1)2 = 0.0075， 
jrz 一 上 | < (0.75)(0.0075)? < 0.000042. 
如 果 这 个 近似 程度 不 够 ， 我 们 取 进 一 步 的 近似 值 xs ， 具 有 误差 < 
(0.75). (0.000042)? < 0.0000000013. 
显然 从 fF" 和" 都 是 正 的 这 个 事实 得 知 ，zo 之 后 的 所 有 zr 
都 必定 大 于 € ， 由 此 推出 


hint = —f" (Mh /2F (zn) <0. 

对 值 xo,z1 换 用 假 位 法 [第 558 页 (13)] ， 我 们 求 得 连接 点 
(z0, f(z0)) 和 (zi, 了 (71)) 的 割 线 与 > 轴 的 交点 € ， 
f(xo) (wr1 — zo) 
f(r1) — f(ro) 
因为 得 线 在 问题 所 涉及 的 区 间 内 是 下 凸 的 ， 故 割 线 位 于 曲线 之 上 ， 
因而 近似 值 所 必 小 于 根 &. 

作为 第 二 个 例 ， 让 我 们 解 方程 

f(x)} 一 2logio3 一 2 一 0. 


我 们 有 (3) = -0.6, f(4) = +0.4, 因此 ， 用 zo = 3.5 作为 第 一 个 近 
似 值 ， 使 用 十 位 对 数 表 ， 我 们 得 到 逐次 近似 值 ; 

zo = 3.5， 21 = 3.598, 

ro =3.5972849, wa = 3.5972850235. 


《一 20 一 = 2.09425.... 


附 录 


“A.1 斯 特 林 公 式 


在 许多 应 用 中 ,特别 是 在 统计 学 和 概率 论 中 ， 我 们 发 现 必须 对 


nl 有 一 个 像 ” 的 初等 函数 一 样 简单 的 近似 式 ， 这 样 一 个 式 子 由 下 
述 定 理 给 出 ， 定 理 是 以 它 的 发 现 者 一 一 斯 特 林 (Stirling) 命名 的 
(也 参看 第 713 页 第 八 章 ). 


当 n 一 co 时 ， 
多 . 
nl! 
rm (14) 
更 确切 地 说 
Varnti/2en cn < Vrntl/2e" @ 十 去) . {14a) 


换 句 话说 ， 当 n 的 值 很 大 时 ， 表 达 式 nl 与 V2xrn"t!l/2e "之 
差 仅仅 是 一 个 小 的 百分数 ， 如 大 们 所 说 ， 两 个 式 子 渐 近 地 相等 ， 
同时 ， 因 子 1 + 1/4n 给 出 了 近似 式 的 精确 度 的 估计 . 

如 果 试 图 求 出 曲线 y = log z 下 的 面积 ， 我 们 就 会 得 到 这 个 有 
名 的 公式 0, 用 积分 法 {第 310 页 ) ， 我 们 求 得 在 坐标 为 > = 1 和 
z 二 nn 之 间 ， 这 条 曲线 下 的 准确 面积 4A， 是 


如 = /gzdz=zlg-z =nlogn— n+ 1. (15) 
1 1 
但 是 , 如 果 我 们 用 梯形 法 估计 这 个 面积 ,在 z= lz = 2,… ,zx = 


n 处 树立 纵 举 标 , 如 图 6.8 所 未, 我 们 就 得 到 这 个 面积 的 近似 值 到 [ 参 
看 第 540 页 (6)] ， 


了 一 log2 十 log3 十 … 十 log(na 一 了 十 logn 
= logn! 一 了 log n. (16) 
如 果 我 们 作 这 个 合理 的 假定 。 A 和 工 , 是 同一 数量 级 的 ， 我 
们 马上 发 现 nl! 与 n"t1/2e" 是 同一 数量 级 的 ， 本 质 上 这 就 是 斯 特 
林 会 式 所 说 的 . 
于 在 这 里 使 用 的 方法 是 第 八 章 第 706 页 特 要 讨论 的 欧 拉 - 才 克 劳 林 公 式 的 特例 
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图 6.8 


为 了 使 这 个 推论 确 场 , 我 们 先 证 明 差 a = 4 一 人 是 有 界 的 ， 
由 此 将 直接 得 出 ?= An(l 一 an/An) 与 An 是 同一 孝 量 级 的 ， 美 
akr+1l 一 ah 是 带 形 上 <z<8+i 中 曲线 下 的 面积 与 割 线 下 的 面积 之 
差 . 因为 曲线 是 上 凸 的 ， 位 于 割 线 之 上 ， 所 以 ak+1 一 a 是 正 的 ， 
因而 ， 

Qn = (Gn an 1) 十 (en-i — an2) + :+t (G2 01) + a 


单调 增加 ， 另 外 ， 差 ae+l 一 ak 显然 小 于 在 x = 上 十 1/2 点 切线 下 
的 面积 与 割 线 下 的 面积 之 差 (参看 图 6.9). 因此 ， 我 们 有 不 等 式 


an+1 一 0 < log (t+ 3) 一 于 lo 本 一 3 log(k+ 1) 


1 L 1 1 
= og (+ 去) 一 本 log 十 ZE F172) 可 | 
1 1 1 1 
< T°% (i+ 训 ) 一 og [+ 。 
把 这 些 不 等 式 对 上 = 1,2,…,n 一 1 加 起 来 ,我 们 发 现 右 边 除 两 项 
外 所 有 项 都 互相 抵消 ， 因 而 ( 因 a1 = 0) 有 
ln < 六 log 节 一 了 log (+ 元) < Flog5. 
因为 a 有 界 ， 而 且 单 调 递 增 ， 当 n ~ co 时 ， 趋 向 一 个 极限 
4. 关于 wp+l 一 Qk 的 不 等 式 ， 现 在 给 出 


> 1 1 
a 一 an = ont — ar) < 本 log (1+ ph 


因为 由 定义 4 一 T= an, 从 (15) ，(16) ， 我 们 有 
logn!=1— a (n+ =) logn 一 nn, 


ml 一 CT172e 一 "。 


序列 ar" 是 单调 递减 的 ， 并 有 趋向 于 极限 a = e: “, 因而 


1< Qn 一 oa-an < el1/2) log(1+1/2n) 
| 1 1 
三 4/ 1 十 py 之 1 十 A 
于 是 我 们 有 


on™tl/2en nl < an"t1/2e" (1 十 去 ) 


剩 下 的 事情 只 是 寻找 极限 a 的 确实 值 . 我 们 用 第 三 章 第 316 页 
公式 (80) : 


四 (n!)222° 
V" = lim, ana 


用 Qnnti/2e—n 代 赫 nl!, 用 Qn22 tl/2n2n+1/2e—2n 代替 (2n)! ， 我 
们 立即 得 到 


cr2 
v= or 二 2- av3 ， 
因此 ， a = V2z. 这 样 ， 斯 特 林 公式 证 明 完毕 . 

斯 特 林 公 式 不 仅 有 它 的 理论 价值 ， 它 还 是 对 大 数 ne 作 nl 的 数 
值 计 算 的 一 个 很 有 用 的 工具 . 我 们 不 用 再 去 计算 数目 极 大 的 整数 连 
乘 ， 而 只 要 借助 于 对 数 用 斯 特 林 公式 作 很 少 的 运算 就 可 以 了 警 如 
n = 10 ， 我 们 得 到 斯 特 林 表达 式 的 值 3598696{ 用 7 位 数 表 ) , 而 10! 
的 准确 值 再 是 3628800, 百 分 误 差 仅 仅 是 5/6%， 


问 题 
6.1 节 ， 第 538 页 


1. 证 明 当 产 (z) > 0 时 ， 梯 形 法 给 出 一 个 比 f 的 准确 积分 较 
大 的 值 ， 而 切线 法 给 出 一 个 较 小 的 值 . 

2. 设 要 用 辛普森 法 则 计算 下 列 积分 ， 要 求 准确 到 p 位 小 数 ， 
试 估计 所 需 h = (6 一 a)/n 的 值 ， 


2 1 1 1 
jg2= 人 二 or=4/ Tr 


3. 用 上 和 s(k < 1,s < 1) 表示， Wt 


wu{#) 一 人 
【1 一 J (1 — Kk2x2) 


时 误差 不 超过 。 所 需 的 点 数 . 

4. 设 f(z) 在 区 间 a < > < at+h 上 连续 , 并 且 导 数 一 致 有 界 ， 
即 存 在 常数 Mi, 使 得 |fr(z)| < Mi. 证 明 对 任 一 固定 点 ,a < < 
a 十 hh 都 有 佑 计 式 

Mih? 


[fre -ws 


+ 567 . 


5. 计算 / “er-=dz 的 数值 ， 使 误差 不 超过 1/100. 


6.2 节 ， 第 548 页 
1. 一 个 摆 的 周期 如 下 : 


T= 27x 二 
Vg 


其 中 i 是 据 长 ， 如 果 用 此 摆 驱 动 一 个 钟表 ， 钟 表 每 天 快 一 分 钟 ， 试 
确定 ! 所 必须 的 修正 值 . 

2. 为 测量 一 山 的 高 , 从 地 面 观察 山顶 上 的 一 个 一 百 米 高 的 塔 . 
塔 脚 的 仰角 为 42° ， 塔 本 身 张 角 为 6°. 在 这 42° 角 的 误差 为 1? 的 
条 件 下 ， 问 所 确定 的 山高 的 误差 限度 是 多 少 ? 


6.3 节 ， 第 554 页 


1，(a) 为 要 解 方 程 > = f(z) ， 试 确定 如 何 选 常数 a 最 好 ， 使 
得 迭代 模式 


Lh+1 = Th + ofzn — f(za)] 


收敛 速度 在 解 的 令 域 内 尽 可 能 地 快 , 
(b) 用 这 个 方法 求解 关于 V4 的 方程 ， 


TT 二 一， 


工 


(c) 试 证 当 4 > 1 时 ， 在 (b) 中 得 到 的 迁 代 模式 的 每 一 步 准确 
的 小 数位 数 至 少 是 成 倍增 加 的 . 
2. (a) 试 确定 多 项 式 


gfz) = a + br? 
的 最 好 选取 ， 使 得 对 于 V4 药 迭 代 模 式 
Zk+1 = Pk 十 glzs) (zh 一 去) 


在 解 的 邻 域内 收 人 最 快 . 
(b) 估计 收 伍 速度 . 
{c] 如 何 适当 选择 更 高 次 的 多 项 式 g(z) ， 进 一 步 改进 收 敛 人 性. 
3. 研究 问题 1 和 2 类 型 的 适当 模式 用 于 计算 YA 
A.l 节 ， 第 564 页 
1. 证 明 lim ， 一 
3 ts log(a + zjar,a > 0, 试 证 明 
afa 十 二 (fa 十 站 = annmin’®, 


其 中 sn 有 一 个 大 于 0 的 下 界 . 进一步 证 明 ， 对 n 充分 大 的 值 ，a， 
单调 递减 . [ 当 于 一 oo 时 ， 1 的 极限 是 1/T(o)] 


3. 试 求 log Pa me 的 一 个 近似 表达 式 ， 其 中 ni 十 ma 二 
"二 Ri 二 1, 
4 证 明 有 的 二 项 展 式 中 zn 的 系数 由 高 渐 近 地 给 
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第 七 章 ”无 穷 和 与 无 穷 乘积 


几何 级 数 . 泰勒 级 数 以 及 本 书 前 面 讨论 过 的 一 些 例 都 启示 我 们 
可 以 从 更 一 般 的 观点 出 发 来 好 好 地 研究 分 析 中 的 那些 极限 过 程 ， 其 
中 包括 无 穷 级 数 的 求 和 ， 原则 上 说 ， 任 何 极限 什 


S= lim sn 
了 一》 OO 


都 能 够 写成 一 个 无 穷 级 数 . 我 们 只 需 对 ni > 1 设 an =s 一 sn_1， 
并 设 41 三 351， 就 得 到 


Sn = 1 十 42+ 十 an. 


于 是 ， 当 n 增加 时 数值 5 就 作为 n 项 和 s* 的 极限 而 出 现 ， 我们 称 
5 是 “无 穷 级 数 
Ql 十 a2 二 43 十 


的 和 ”来 表示 这 一 事实 . 

这 样 一 个 “无 穷 和 ”只 是 表示 极限 的 一 种 方法 , 在 这 个 极限 中 ， 
每 一 个 逐次 的 近似 值 是 由 前 一 个 近似 值 再 加 一 项 得 到 的 , 例如 ,一 
个 数 的 干 进 小 数 表达 式 在 原则 上 就 仅仅 是 把 这 个 数 & 表示 成 无 穷 
级 数 & = 21 十 az 十 03 十 … 的 形式 . 在 这 里 ， 如 果 0<a<l, 那么 
项 eu 就 可 用 an x10-” 来 替换 ， 而 au 是 一 个 0 到 9 之 间 的 整数 . 

由 于 每 一 个 极限 值 都 能 够 写成 一 个 无 穷 级 数 的 形式 , 级 数 的 专 
门 研究 似乎 是 多 余 的 . 然而 , 经 常 出 现 这 种 情况 , 极限 值 天 然 地 以 这 
样 的 无 穷 级 数 的 形式 出 现 , 而 这 种 无 穷 级 数 呈 现 出 特别 简单 的 形成 
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规律, 并 不 是 每 一 个 级 数 都 有 -- 个 容易 认识 的 形成 规律 的 . 例如 , 数 
7 无 疑 能 表示 成 一 个 十 进 小 数 (这 个 小 数 是 一 个 级 数 》 "cv10 
但 是 我 们 知道 , 没有 一 个 简单 的 规律 使 我 们 能 够 说 出 这 个 小 数 的 任 
意 一 位 的 值 ， 璧 如 说 第 7000 位 的 值 . 然而, 如果 我 们 考虑 用 了 的 
莱 布 尼 效 - 格雷 戈 里 级 数 来 代替 ， 我 们 就 有 一 个 具有 完全 清楚 的 一 
般 的 形成 规律 的 表达 式 [参看 第 496 页 (7)]. 

类 似 于 无 穷 级 数 的 是 无 穷 乘积 , 在 无 穷 级 数 里 极限 的 近似 信 
是 由 反复 加 新 的 项 形成 的 . 在 无 穷 乘 积 里 极限 的 近似 值 是 由 反复 乘 
新 的 因子 形成 的 ， 然 而 ， 我 们 将 不 次 入 到 无 穷 滋 积 的 一 般 理论 中 ， 
这 一 章 和 第 八 章 的 主要 课题 将 是 无 穷 级 数 ， 


7.1 收敛 与 发 散 的 概念 


a. 基本 概念 


柯 西 收敛 准则 . 我 们 考虑 具有 “一 般 项 ”an 的 一 个 无 穷 级 数 ， 
于 是 这 个 级 数 ! 就 具有 形式 


oOo 


g++ = Sa, 


v=1 


右边 带 有 求 和 号 的 记号 只 是 左边 表达 式 的 一 种 缩写 方式 
如 果 当 n 增加 时 ， 第 n 个 部 分 和 


an 一 al 十 az 十 … 十 or 一》 qu 


v=1 


趋向 于 一 个 极限 


$= lim sg,, 
nH 


1) 动 于 形式 上 的 理由 ,我 们 包括 了 某 些 数 an 可 以 是 零 这 种 可 能 性 ， 如 果 从 某 一 个 
指标 数 如 以 后 ( 即 当 mm > 到 时 ) 所 有 的 项 都 为 零 ， 我 们 称 此 级 数 为 有 尽 级 数 ， 
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我 们 就 说 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 天 则 我 们 就 说 它 是 发 散 的 . 在 收 敏 
的 情况 下 ， 我 们 称 5 为 级 数 的 和 . 

我 们 早已 遇 到 过 许多 收敛 级 数 的 例子 ， 例 如 ， 儿 和 何 级 数 1 十 g 十 
的 级 数 等 等 . 

用 无 穷 级 数 的 语言 ， 柯 西 收 敛 判别 法 (参看 第 一 章 第 80 页 ) 表 
示 如 下 : 

一 个 级 数 yo 收敛 的 必要 充分 条 件 是 : 如 果 m 和 n 取 


ese8 Ll 


得 充分 大 时 , 数 


[sm — sn| = |anti + Gnt2 十 … 十 gm| (1} 
(m>n) 就 变 得 任意 个. 换 句 话说 。 当 且 仅 当 下 面 的 条 件 被 满足 
时 , 级 数 是 收 襄 的 : 对 于 一 个 给 定 的 正 数 <， 可 以 找到 一 个 指标 数 
WA 


我 们 能 够 用 g = 二 的 几何 级 数 来 说 明 这 个 收敛 判别 法 ， 如 果 
我 们 选择 = = 地, 我 们 只 需 取 N 一 4 因为 


2m pm—1 
1 1 1 1 1 
一 2 (3 + 可 + + 和) < 让 


”< 
"i 0 


如 果 我 们 选择 。 等 于 J 了 5: 取 7 作为 六 的 对 应 值 就 足够 了 ， 这 是 
容易 验证 的 . 
显然 ， 一 个 级 数 收 化 的 必要 条 件 是 


lim a,=0. 
TT 地 


1 
[sm 一 8%) = 一 十 … 十 


所 以 当 %n>4 时 
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否则 ， 对 于 m = 1 二 1 收敛 准则 就 无 疑 不 能 泣 足 .但 是 这 个 必要 条 
件 对 于 收敛 而 言 决 不 是 充分 的 .相反 ， 容易 找到 一 个 无 穷 级 数 ， 
它 的 一 般 项 as 当 n 增加 时 趋向 于 0, 但 是 它 的 和 不 存在 ,因为 当 n 
增加 时 ， 部 分 和 sn 递增 但 没有 极限 . 

例 . 一 个 例 是 级 数 


i 
ty J 
它 的 一 般 项 为 一 = 万 : 我 们 立即 看 到 


Sm > 十 … 


去 ++ 而 -交大 
当 增加 时 ， 第 个 部 分 和 递增 并 趋向 无 穷 大 ， 因 此 级 数 发 散 . 
对 于 调和 级 数 


1 工 二 工 十 工 十 
2 3 4 


这 一 经 典 例子 ， 同 样 有 上 述 结论 ， 这 里 


由 于 n 和 ?m= 2n 可 以 要 多 大 就 选 得 多 大 ， 柯 西 判别 法 得 不 到 满 
足 ， 所 以 级 数 发 散 . 事实 上 ， 因 为 所 有 的 项 都 是 正 的 ， 其 第 n 个 部 
分 和 明显 地 趋 于 无 穷 , 另 一 方面 ， 由 同样 的 教 但 采取 交错 的 符号 ， 
所 形成 的 级 数 


1 1 1 1 (—1)”"-! 
1 一 一 十 一 一 一 十 一 一 十 :十 一 一 一 
十 可 一 可 十 豆 一 十 1 


收 伍 (参看 第 五 章 第 496 页 (4)), 并 有 和 log2. 
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不 能 认为 每 个 发 散 级 数 sn 都 趋 于 +oco 或 -co. 例如 在 级 数 
1—1+1—1+1+—.…. 


中 , 我 们 看 到 它 的 部 分 和 s。 交替 地 取 值 1 和 0, 并 且 由 于 这 种 前 后 
的 氛 动 ， 嗓 不 趋向 一 个 确定 的 极限 ， 又 不 在 数值 上 无 限 增加 . 

下 面 的 事实 ， 虽然 是 不 言 自明 的 , 但 是 非常 重要 ， 应 该 引起 注 
意 . 一 个 级 数 的 收敛 性 或 发 散 性 , 决 不 因 加 进 或 去 掉 有 限 项 而 变 
更 . 就 收 全 | 性 或 发 散 性 而 论 ， 不 论 从 a0 或 al 或 a5 可 或 任意 选择 的 
任 一 其 他 项 开始 作为 级 数 的 首 项 ， 都 是 毫 无 关系 的 . 


b. 绝对 收 笋 与 条 件 收 诅 


调和 级 数 1 + 三 二子 十 工 十 … 是 发 艇 的 但 是 如 果 我 们 每 了 


一 项 改变 其 符号 , 则 所 成 的 log 2 的 级 数 收 敛 . 另 一 方面 几何 级 数 
1-g+ 一 十 -.… 在 0<gq<1 的 条 件 下 收敛 有 有 和 1/(l 十 Gh》 
并 且 使 所 有 的 符号 为 正 ， 我 们 得 到 级 数 


1+g 二 四 十 四 十 …， 


这 个 级 数 也 是 收敛 的 ， 它 有 和 1/t1 一 9) 

这 里 呈现 一 种 差别 ， 我 们 必须 考察 . 所 有 的 项 都 为 正 的 级 数 只 
有 两 种 可 能 情况 , 或 者 收 合 或 者 当 n 增加 时 部 分 和 递增 无 界 ， 因 为 
部 分 和 是 一 个 单调 递增 序列 ， 如 果 部 分 和 有 界 ， 必 然 收 敏 . 当 m 增 
加 时 , 如 果 一 般 项 趋 于 零 的 速度 足够 快 , 级 数 就 收 令 . 另 一 方面 , 如 
果 一 般 项 根本 不 趋向 于 零 或 趋向 于 零 的 速度 太 慢 ， 级 数 就 发 散 . 然 
而 在 级 数 既 有 正 项 又 有 人 负 项 时 , 符号 的 改变 正 是 造成 收敛 的 原因 ， 
当 正 项 的 部 分 和 增加 太 大 时 ， 负 项 进行 补偿 ， 致 使 最 终结 果 趋 向 一 
个 确定 的 极限 . 


为 了 有 可 能 更 好 地 理解 ， 我 们 考察 既 有 正 项 又 有 负 项 的 级 数 
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> ov, 将 它 与 男 一 个 与 它 有 相同 的 项 ， 符 号 全 为 正 的 级 数 ， 即 


v=1 


oo 
la + lezl + = lovl, 
v=1 


进行 比较 ， 如 果 后 面 这 个 级 数 收 敛 ， 于 是 当 n 充分 大 ,， 且 区 > 
时 ， 表 达 式 
. lanti| + lant2| t+: + leml 
无 疑 将 任意 小 ， 由 于 关系 式 
[an + + aml < enril + 7+ arml, 


左边 的 表达 式 也 是 任意 小 的 ， 因 此 根据 哥 西 判别 法 ， 原 先 的 级 数 
> 收敛 . 在 这 种 情况 下 ， 原 先 的 级 数 称 为 绝对 收 贫 ， 它 的 收 
生性 是 由 于 它 的 项 绝对 地 小 ， 而 与 它 的 符号 的 变化 无 关 . 


另 一 方面 如 果 具 有 一 般 项 |an| 的 级 数 发 散 ， 而 原先 的 级 数 仍 
然 收 你 ， 我 们 称 原先 的 级 数 为 条 件 收 伍 ， 条 件 收敛 起 因 于 具有 相 


反 符 号 的 项 互相 补偿 . 

基尼 交界 污 对 于 条 件 收 策 的 级 数 ， 攻 市 忆 划 收 人 和 
法 是 经 常 有 用 的 ; 

假如 一 个 级 数 的 项 的 符号 正 负 交错 ， 而 且 项 的 绝对 值 lan| 单 


调 趋 于 零 (因此 |an+ri| < lanl)， 则 级 数 D os 收 敏 ， [例如 : 药 布 尼 
二 ee 


兹 级 数 ， 见 第 496 页 (7)]. 
为 了 证 明 这 个 判别 法 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 设 el > 0, 并 和 将 此 级 
数 写 成 
一 妃 十 ba 一 十 *… 
现在 式 中 所 有 的 项 如 均 为 正 数 ，b 趋 于 零 , 并 且 满 足 条 件 b+1 < 
bm. 如 果 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 组 合 项 ， 
bh — (b2 — ba} 一 (一 后 一 … 
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及 
(bi — ba) + (bs — bs) + (bs — be) + -, 


我 们 立即 看 到 部 分 和 sn = 》 as 满足 下 面 两 个 关系 式 
v 二 1 
81 之 83 之 55 之 … 之 82nl 之 …， 


32 < 3486 < 2n Si, 


4 和 S1 


图 7.1 一 个 交错 级 数 的 收 雍 性 


另 一 方面 ， sn < s2nt1 < sl 并 且 szn+l 之 san > 82. 所 以 奇数 的 部 
分 和 51,s3,… 形成 一 个 单调 递 降 的 序列 ， 它 以 sa 为 下 界 . 因此 这 
个 序列 有 一 个 极限 L( 第 79 页 ). 偶数 的 部 分 和 sz,s4,… 类 似 地 形 
成 一 个 单调 递增 的 序列 ， 它 以 a1 为 上 界 ， 因 此 这 个 序列 必 有 一 极 
限 值 1'. 由 于 数 sz" 与 szn+l 互相 只 相差 Bzrt1, 当 n 增加 时 bow+1 
趋 于 0, 于 是 极限 值 各’ 彼此 相等 即 ， 偶 的 和 奇 的 部 分 和 趋 于 
同一 个 极限 ， 这 个 极限 我 们 现在 记 作 S( 参 看 图 7.1). 然而 ， 这 蕴含 
着 我 们 的 级 数 是 收敛 的 ， 它 的 和 是 5. 这 正 是 要 证 的 结论 . 

林 采 过 

阿 员 尔 收 伍 判 别 法 是 一 个 条 件 收 伍 级 数 的 判别 法 ， 它 包括 莱 
布 尼 兹 判别 法 作为 一 个 特殊 情形 . 设 el +as+…: 是 一 个 无 穷 级 数 ， 
它 的 部 分 和 sn = al 十 … 十 an 有 不 依赖 于 1 的 界 ， 又 设 pi,pz,… 
是 一 个 单调 递 降 到 零 的 正 数 序列 .于 是 无 穷 级 数 


Paal + p202 十 … (2) 


收 敏 ， (对 于 特殊 的 级 数 a 十 az 十 … = 二 1 一 1 二 1~1+ 一 …, 我 
们 得 到 pi 一 pz 十 ps 一 … 收 筑 ， 这 就 是 莱 布 尼 茨 判别 法 ). 证 明 是 不 
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难得 到 的 ， 如 果 我 们 应 用 哥 西 判别 法 ， 借 助 “ 分 部 求 和 法 ”我 们 有 
估计 
[pn+i Cn 十 1 十 Prni2Gn+42 十 "十 Pmami 
= |pnti(Snt1 — Sn) 十 Brn+2(sn+2 — Sn+i) + -+ pm(sm — sm_1)| 
=|— pntisn + Pmem + (pnti — Prnt2)Snti 十 (pn+2 — Dnt+3)sn+2 
十 …… 十 (pm — pm)sm-1| 
< prtiM + pmnM 十 (pn+l — Pnt2 + pnt2 — Pnt3 
二 "十 Pm—1l — pm)M 三 2pn+1M, 
其 中 M 是 |si| 的 一 个 界 ， 因 为 pat1 -， 0, 于 是 根据 哥 西 判别 法 就 


可 推出 级 数 (2) 的 收 和 敛 性 . 
” 最 后 ， 关 于 绝对 收 化 级 数 和 条 件 收 合 级 数 之 间 的 基本 差别 ， 


我 们 作 另 一 个 一 般 的 评论 .我 们 考虑 一 个 收敛 级 数 》 ,av 我 们 用 


v=1 
Bl; BP2, D3 记 级 数 的 正 项 ， 同时 用 一 91, 一 q2, 一 93,… 记 级 数 的 负 
项 ， 假 如 我 们 组 成 给 定 级 数 的 第 n 个 部 分 和 sn = >》 ,av 其 中 必 


v=1 


然 出 现 某 个 数量 的 正 项 ， 辟 如 说 是 rw', 某 个 数量 的 负 项 ， 辟 如 说 是 
n”% 这 里 阅 士 吧 一 2 而 且 ， 如 果 级 数 中 正 项 的 数目 和 仙 项 的 数目 
一 样 是 无 限 多 ， 那么 两 数 ww 和 mn” 将 像 一 样 递增 无 界 . 我 们 立即 


看 到 ， 部 分 和 sr 怡 怡 等 于 级 数 的 正 项 部 分 和 》 “pv 加 上 负 项 的 部 


v=1 


分 和 - 》 9. 如 果 给 定 的 级 数 绝对 收敛 ， 那 么 正 项 的 级 数 》, p。 


v= v=1 


和 人 灸 项 的 绝对 值 的 级 数 》, q, 必定 同时 收敛 ， 因 为 当 m 增加 时 ， 


z 一 1 
部 分 和 》 “pv 和 》、 gq 是 单调 非 减 的 序列 ， 有 上 界 》 fa,l. 
v=1 v=1 v=1 
于 是 个 站 对 收 全 的 级 数 的 和 从 好 等 于 只 由 正 项 组 成 的 级 
的 和 加 上 只 由 旭 顶 组成 的 级 数 的 和 , 或 者 , 换 包 话说 , 是 等 于 两 个 
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具有 正 项 的 级 数 之 差 . 


因为 y ,av = 2 -2 当 n 增加 时 ， mn 和 ww 也 递增 


2 一 1 


无 界 ， 因此 左边 的 极限 必须 等 于 右边 两 个 和 的 差 如 果 级 数 只 包含 
一 种 特定 符号 的 有 限 项 ， 情 况 是 相当 简单 的 . 另 一 方面 ， 如 果 级 数 


不 是 绝对 收敛， 而 是 条 件 收敛 ， 则 级 教 Yr, 和 2 必须 同时 发 


散 . 因为 假如 它们 两 者 都 收敛 ， 级 教 将 绝对 收 全 与 我 们 的 假设 巴 
盾 . 假如 只 是 一 个 发 散 ， 艾 如 是 Dp,, 而 男 一 个 收 仑 ， 于 是 分 离 


vol 


成 正和 负 两 个 部 分 ， op, 3 这 表明 这 个 级 数 不 可 能 


v=1 v=1 


收 伍 ， 因 为 当 ”递增 时 ， "和 计 p 将 台 增 天 和 而 项 沁 w 交 


趋向 一 个 有 穷 的 极限 ， 因此 部 分 和 sn 将 递增 无 界 . 
因此 ， 我 们 看 到 ， 不 能 把 一 个 条 件 收 伍 的 级 数 看 作 两 个 收敛 


级 数 之 关 ， 其 中 一 -个 由 它 的 正 项 组 成 ， 同时 另 一 -个 由 它 的 负 项 的 
绝对 值 组 成 


与 这 个 事实 紧密 相 联 的 是 绝对 收 合 和 条 件 收 但 之 间 的 另 一 个 
差别 ， 我 们 现在 就 简要 地 提 一 提 . 


“ec.。 项 的 重新 排列 


有 次 和 的 一 个 性 质 ， 即 我 们 能 够 改变 项 的 次 序 ， 或 者 ， 如 我 们 
所 说 的 ， 任 意 排 列 项 的 次 序 不 改变 和 的 值 . 问题 在 于 : 在 一 个 无 穷 
级 数 里 什么 是 项 的 次 序 的 改变 的 确切 意义 ? 并 且 作 这 样 一 个 重新 
排列 能 使 和 的 值 不 改变 吗 ? 虽然 在 有 穷 和 里 做 到 这 些 没有 困难 , 例 
如 ,， 按 相反 的 次 序 加 这 些 项 ， 而 在 无 穷 级 数 里 这 样 一 种 可 能 性 就 不 
存在 ， 它 没有 最 后 一 项 可 以 用 它 去 开头 ,现在 在 一 个 无 穷 级 数 里 次 
序 的 改变 只 能 是 这 样 的 意思 我 们 说 一 个 级 数 al + aa 十 aa 十 … 经 
重新 排列 而 变换 为 一 个 级 数 六 十 by 十 53 十 …, 只 要 第 一 个 级 数 里 的 
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每 一 项 an 确实 在 第 二 个 级 数 里 出 现 一 次 ， 并 且 反 过 来 也 是 这 样 . 
举例 来 说 ， 被 代替 的 on 的 总 数 可 以 像 w 一 样 无 限 增 大 ， 但 唯一 的 
一 点 是 o% 必须 出 现在 新 的 级 数 里 的 某 个 地 方 ， 如 果 有 些 项 被 移 
到 级 数 的 较 后 的 位 置 ， 当 然 ， 另 一 些 项 必须 被 移 到 较 前 的 位 置 . 例 
如 ， 级 数 


1+qte+g + + + + + +.… 


是 几何 级 数 1 + 十 色 十 … 的 一 个 重新 排列 2， 

关于 次 序 的 改变 绝对 收敛 级 数 和 条 件 收敛 级 数 之 间 存 在 一 个 
基本 的 差别 . 

在 绝对 收 和 敛 级 数 里 项 的 重新 排列 不 影响 其 收敛 性 , 并 且 级 数 
和 的 值 不 改变 , 与 有 限 和 一 样 地 正确 . 

另 一 -方面 在 条 件 收 敏 级 数 里 ， 级 数 的 适当 的 重新 排列 就 能 
多 任意 改变 级 数 和 的 值 ， 并 且 ， 如 果 需 要 ， 其 至 能 够 使 级 数 发 散 

首先 ， 关于 绵 对 收敛 级 孝 是 容易 确立 的 . 开始 我 们 假设 ， 级 数 只 


有 正 项 , 并 有 考虑 第 % 个 部 分 和 sn = > av. 只 要 m 选 得 足够 大 ， 


一 | 
这 个 部 分 和 的 所 有 项 出 现在 重 排 级 数 的 第 m 个 部 分 和 ts, = 》 b, 
v=l1 
中 ， 因 此 tm > sn. 另 一 方面 ， 我 们 能 够 决定 一 个 足够 大 的 指标 数 
n’ 使 得 第 一 个 级 数 的 部 分 和 Snr 一 > ， 多 v 包含 项 bi, bo, 和 :bm 的 
v=1 
全 体 ， 于 是 由 此 得 出 tm < sw < 4, 其 中 4 是 第 一 个 级 数 的 和 ， 因 
此 对 于 m 的 所 有 充分 大 的 值 ， 我 们 有 sn < tm < 4, 同时 因为 sn 
与 4 的 差 能 够 是 任意 小 的 数 ， 由 此 可 见 重 排 级 数 也 是 收 合 的， 事 
实 上 ， 与 原来 的 级 数 一 样 趋向 同一 个 极限 4. 
如 果 绝 对 收 敏 级 数 既 有 正 项 又 有 负 项 , 可 以 把 它 看 作 两 个 只 有 
正 项 的 级 数 的 差 , 由 于 在 原来 的 组 数 的 重新 排列 的 过 程 中 ,这 两 个 
1) 对 于 每 一 个 % > 0, 相应 于 am < 大 < an+l 的 这 些 项 %, 按 相 反 的 次 序 写 . 
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级 数 的 每 一 个 只 是 项 交换 了 位 置 , 因此 与 未 交换 位 置 的 级 数 一 样 收 
敛 到 同样 的 值 ， 于 是 原来 的 级 数 经 过 重新 排列 以 后 ， 级 数 和 的 值 同 
样 不 改变 ， 根 据 刚才 讨论 的 情况 ， 这 新 的 级 数 是 绝对 收 仑 的， 因此 
它 是 两 个 正 项 重 排 级 数 的 差 . 

对 于 初学 者 来 说 ,刚才 证 明 的 事实 似乎 是 显然 的 . 不 具备 这 种 
性 质 的 条 件 收敛 级 数 的 一 个 例 能 够 说 明 这 个 事实 的 确 是 需要 证 明 
的 ， 并 且 在 证 明 过 程 中 绝对 收敛 是 本 质 的 . 我 们 取 熟 悉 的 log 2 的 
级 数 ， 把 它 用 因子 于 乘 的 结果 写 在 它 的 下 面 ， 


并 且 把 它们 加 起 来 ， 按 纵 列 结合 项 3. 于 是 我 们 得 到 
1 1 1 1 


1 1 1 1 3 
lit-F+ t+ T+F+t+1 -++ = 82. 


后 面 这 一 级 数 明显 地 能 够 由 原来 的 级 数 经 过 重 排 而 得 到 , 但 是 级 数 
的 和 的 值 已 经 被 乘 上 了 因子 本 . 不 礁 想象 , 这 个 表面 上 看 起 来 似 是 
而 非 的 发 现 ， 对 于 习 馈 于 用 无 窃 级 数 进行 运算 ， 而 不 考虑 它们 的 收 
剑 性 的 18 世纪 的 数学 家 产生 了 怎样 的 影响 . 

* 我 们 将 给 出 以 上 关于 条 件 收敛 级 数 》, an 由 于 项 的 次 序 的 
改变 而 引起 和 的 改变 的 定理 的 证 明 ， 员 然 我 们 没有 机 会 去 利用 这 个 
结果 . 设 pi,p2,… 是 级 数 的 正 项 , 而 一 q1, 一 42,… 是 级 数 的 负 项 . 
由 于 当 n 增加 时 ， 绝 对 值 lon| 趋 于 0, 数 pa 和 gn 当 增加 时 也 必 
须 趋 于 0. 然而 ， 正 像 我 们 早已 看 到 的 ， 和 》 py 一 定 发 散 ， 并 且 


z 一 】 


了 qu 也 同样 发 散 . 


v=1 
现在 我 们 能 够 容易 地 找到 原来 级 数 的 一 个 重新 排列 , 重 排 后 的 
级 数 以 任意 的 数 a 作为 它 的 和 . 为 了 明确 起 见 , 假设 a 是 正 的 . 于 
1) 关于 级 数 的 加 法 参 知 7.1d 节 . 
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是 我 们 把 前 面 ni 个 正 项 加 在 一 起 ， 使 得 和 3》、p, 刚好 大 于 a. 由 


v=1 
于 和 》 "pv 随 着 m 递增 无 界 ， 因 此 取 足够 多 的 项 使 得 部 分 和 大 于 
了 
c 总 是 可 能 的 ， 于 是 部 分 和 与 精确 信 a 的 差 至 多 是 pn,. 现在 我 们 
加 足够 多 的 负 项 - 》, qu, 使 得 和 》 pu -~ 》 ,gu 刚好 小 于 a; 根据 
1 1 1 


级 数 》, qv 的 发 散 性 ， 这 也 是 可 能 的 . 这 时 这 个 和 与 a 之 间 的 差 至 
1 


多 是 qo,. 现在 我 们 加 另外 的 足够 多 的 正 项 》、 pu, 使 得 部 分 和 再 


nit+l1 


一 次 刚好 大 于 ” 由 于 该 正 项 级 数 发 散 , 这 还 是 可 能 的 . 这 时 部 分 和 
与 a 之 间 的 差 至 多 是 pn。， 我 们 再 一 次 加 足够 多 的 负 项 一 3 q, 


rm 十 | 


这 里 开始 的 项 是 在 前 面 用 过 的 最 后 一 项 的 下 一 项 , 使 得 和 再 一 次 刚 
好 小 于 a, 并 且 反 复 使 用 同样 的 方法 ， 这 样 得 到 的 和 的 值 将 围绕 数 
a 而 摆动 ， 同 时 当 过 程 持续 足够 长 以 后 ， 这 个 摆动 将 只 在 任意 狭小 
的 范围 之 内 发 生 。 由 于 当 v 足够 大 时 ,项 p, 和 gw 自身 趋 于 0 于 
是 摆动 的 区 间 的 长 度 也 将 趋 于 0, 于 是 定理 得 证 . 

同样 ,我 们 能 够 用 这 样 的 方法 来 重 排 级 数 使 它 发 散 : 我 们 只 需 
把 正 项 的 数目 取得 如 此 之 大 , 以 至 它 与 负 项 匹配 时 , 补偿 不 再 发 生 . 


d. 无 穷 级 数 的 运算 

显然 , 两 个 收 全 的 无 穷 级 数 oa Taz 十 … 二 S 和 如 十 by 十 … 二 人 
可 以 逐 项 相 加 , 即 ， 由 项 cn = ao + bn 形成 的 级 数 收敛 ， 并 以 值 
5 + 工作 为 它 的 和 J， 由 于 


De Yet hb 一 3+ 了 了 


v=1 v=1 


1) 这 个 定理 确实 无非 是 两 顺和 的 极限 等 于 它们 的 极 照 的 和 这 个 事实 《 参看 第 一 章 
第 77 页 ) 的 另 一 种 陈述 


同样 显然 , 如 果 我 们 用 相同 的 因子 去 乘 收 敏 的 无 穷 级 数 的 每 一 
项 ， 这 个 级 数 仍 然 收 往 ， 它 的 和 被 习 以 这 同一 个 因子 . 

对 于 这 些 运算 ， 收 伍 是 绝对 的 还 是 条 件 的 ， 都 是 无 所 谓 的 . 另 
一 方面 ， 进 一 步 的 研究 表明 ， 除 非 两 个 级 数 中 至 少 有 一 个 是 绝对 收 
化 的 ， 和 否则 ， 两 个 无 穷 级 数 用 有 穷 和 的 方法 去 乘 ， 不 一 定 导 至 一 个 
收 和 伍 级 数 作为 它们 的 匀 积 的 值 (参看 附录 第 623 页 ). 


7.2 ”绝对 收 伍 和 发 散 的 判别 法 


在 7.lb 节 我 们 已 经 遇见 过 对 于 级 数 的 条 件 收 敏 很 有 用 的 莱 布 
尼 兹 判别 法 下面 我 们 将 只 考虑 涉及 绝对 收 侣 的 准则 . 


a. 比较 判别 法 ， 控 制 级 数 


收 伍 性 的 所 有 这 种 考虑 都 依赖 于 所 要 考虑 的 级 数 与 第 二 个 级 
数 的 比较 ,这 第 二 个 级 数 是 用 这 样 一 种 方法 来 选取 的 ， 使 得 它 的 收 
黎 性 能 够 容易 被 判别 出 来 ， 一般 的 比较 判别 法 可 以 叙述 如 下 : 


如 果 数 bi,b2,…- 都 是 正 的 , 同时 级 数 》 ,bwv 收 合 , 并 且 如 果 对 
量 曙 名 ss 虽 名 旨 3 0 ¢ 9 ,1 二 电 和 看 事 这 岂 
于 所 有 的 ”都 有 
lan| < bn, 


则 级 数 》、 an 是 绝对 收 敏 的 . 


rt=1 


根据 柯 西 判别 法 ， 这 个 证 明 几 乎 是 显然 的 。 因 为 如 果 m > 
我 们 有 


| t+ + em < la +- + |oml < bn tt hn, 


由 于 级 数 > 收 敦 ， 只 要 nn 和 m 充分 大 ， 右 边 就 任意 人 小， 由 此 


=1 


， 对 于 这 样 的 和 m 的 值 左边 也 是 任意 小 ， 因 此 根据 柯 西 关 
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别 法 ， 给 定 的 级 数 收敛， 这 个 收敛 性 是 绝对 的 ， 因 为 我 们 的 讨论 可 
以 完全 同样 地 应 用 到 绝对 值 lon| 的 级 数 的 收敛 性 上 去 ， 
下 述 事实 的 类 似 证 明 可 以 留 给 读者 。 如 果 


lan| > b, > 0, 


并 且 级 数 》。 bn 发 散 ， 则 级 玫 》 an 一 定 不 绝对 收 敏 


有 时 把 上 述 具有 正 项 bn 的 级 数 分 别称 为 相应 于 具有 项 an 的 
级 数 的 上 控制 级 数 和 下 控制 级 数 . 
b, 与 几何 级 数 相 比 较 的 收 雍 判别 法 
在 比较 判别 法 的 应 用 中 , 最 常用 来 作为 上 控制 级 数 的 比较 级 数 
是 几何 级 数 . 于 是 我 们 立即 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 ”级 数 》, an 绝对 收敛 的 一 个 条 件 是 , 从 某 一 项 起 关系 
9 ol 日 二 和 
式 
lan| < eq” (3) 
也 这 其中。 是 不 你 于 ”的 二 个 下 数 9 昌 任 训 - 个 个 于 + 的 
固定 的 正 数 . 
比值 判别 法 和 根 式 判 别 法 . 上 述 判别 法 经 常 表示 成 下 面 较 弱 
的 形式 之 一 ， 级 数 So, 绝对 收 化 的 一 个 条 件 是 ， 从 某 一 项 起 关 
所 一 1 
系 式 


Qntl 


a ‘<g (4a) 
成 立 ， 其 中 9g 仍 是 一 个 小 于 1 的 正 数 ， 并 且 不 依赖 于 n, 或 者 从 某 
一 项 起 关系 式 
Vlan|<g (4b) 
成 立 ， 其 中 4 是 一 个 小 于 1 的 正 数 ， 特 别 地 ， 当 关系 式 


Qn 二 1 
Gn 


lim 


no0 


=k<1 (5a) 
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或 
Jim_ Vlanl=k<1 (5b) 


成 立时 ， 就 满足 上 述 判别 法 的 条 件 . 

上 述 断 言 容易 用 下 述 方法 建立 . 

让 我 们 设 从 下 标 no 以 后 ， 即 当 n> no 时 ， 比值 判别 法 的 准 
则 (4a) 是 满足 的 ， 为 简洁 起 见 ， 我 们 令 anotm+t1 = bm, 因而 得 到 

本 | < glbol, |62| < qlbil < qbo|, 有 | < gle2| < glbol, 
等 等 ， 因 此 
| < q™|bol, 

于 是 当 n> no 并 且 c=g-™-!|bo| 时 ， 


lan| = no -1| < 4 "oT |bol 一 


这 就 确立 了 我 们 的 断言 ， 对 于 根 式 判 别 法 的 准则 (4b), 我 们 立刻 
有 lan| < gq", 因而 我 们 的 断言 随 之 立即 得 到 . 

最 后 ,为 了 证 明 准 则 (5)， 我 们 考 认 任 主 “个 数 9 使 得 上 < 9 < 
1. 于 是 从 菜 一 个 no 以 后 ， 即 n> no 时 ， 5a,b 分 别 隐 信 
之 址 | < gq 和 Wlen] < 9 因为 从 某 项 以 后 Cn 或 Ye 与 
的 部 小 于 (9 各, 于是， 基于 已 经 证 明 的 结果 ， 断 言 成 立 

我 们 强调 指出 ， 从 初始 的 准则 |an| < cg” 得 到 的 四 个 判别 法 
4a, b, 5a, b 并 不 互相 等 价 也 不 同 初始 的 准则 等 价 ， 就 是 说 ， 他 
们 不 能 互相 推 得 .我们 很 快 将 从 一 些 例 中 看 到 ， 如 果 一 个 级 教 满足 
条 件 中 的 一 个 ， 它 不 一 定 满足 其 他 任何 一 个 . 

为 完满 起 见 ， 可 以 指出 ， 如 果 从 某 一 项 起 ， 对 于 某 正 数 “有 


lan| > 6 


或 者 从 某 一 项 起 有 
Vian| > 1, 


或 者 
Qnrl 
Cn 


lim 
入 一 0 


= 或 lim Wian| = 


其 中 是 大 于 1 的 数 ， 则 级 数 > 一 定 发 散 . 因 为 我 们 一 看 就 


一 1 


可 认 出 ， 在 这 种 级 数 里 其 项 不 可 能 随 n 的 增 大 而 趋 于 零 因此 这 些 
级 数 必 定 发 散 、 (在 这 种 情况 下 ， 级 数 甚至 不 可 能 条 件 收 伍 . ) 
我 们 的 判别 法 给 出 了 一 个 级 数 绝对 收敛 的 充分 条 件 ， 亦 即 ， 
当 条 件 满足 时 ， 能 够 得 出 结论 ， 级 数 是 绝对 收敛 的 然而， 它们 的 
确 不 是 必要 条 件 ， 亦 即 ， 能 够 作出 不 满足 这 些 条 件 的 绝对 收敛 级 
数 . 
譬如 ， 条 件 
no | 或 Ver 
并 不 隐 含 关于 级 数 收 敏 的 任何 信息 这样 的 一 个 级 数 可 以 收 化 也 可 
以 发 散 . 例 如， 级 数 


Qnt+l 
Un 


MMe 
=| 一 


1 


Le 


对 于 它 im Vlas]=1 和 lim |=, 正 像 我 们 在 第 574 页 
中 看 到 的 这 级 数 是 发 数 的 , 另 一 方面 ， 正 像 我 们 即将 看 到 的 ， 级 数 
六 点 满足 同样 的 关系 式 ， 但 它 却 是 收敛 的 . 


nl 有 


作为 我 们 的 判别 法 的 应 用 的 例 ， 我 们 先 考虑 级 数 


q+29 38+. 二 ng" 十 .…. 
对 于 这 个 级 数 
im glan| = el lm yo = 


他 一 Do 
各 十 1 


9 一 cc 多 


根据 比值 判别 法 和 根 式 判别 法 ， 甚 至 较 弱 的 公式 (5), 都 可 以 推 知 ， 
如 果 le| < 1, 则 该 级 数 是 收敛 的 ， 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 考虑 级 数 


1+2g9+9 +29 + 二 ”+2927t1l 十 .…， 


当 3 < lal < 1 时 ， 我 们 不 再 能 够 根据 比值 判别 法 来 证 明 级 数 


2n+1 
的 收 敏 性 ， 因 为 | ] = ?le| > 1. 但 是 根 式 判别 法 立即 给 出 


Jim Ylax[| = |al, 因而 说 明 ， 在 lq| < :的 条 件 下 ， 级 孝 收 敛 ， 当 
然 ， 在 le| < 1 的 条 件 下 ， 我 们 也 可 以 直接 观察 . 


c. 与 积分 相 比较 1) 


我 们 现在 讨论 一 个 研究 收敛 性 的 全 然 不 同 的 方法 . 我 们 将 以 特 
别 简单 而 重要 的 级 数 
cc 1 


i 
ne 2° 32 


n=1 


作为 典型 来 说 明 这 个 方法 ， 式 中 一 般 项 on 是 二 ,a 是 一 个 正 数 

为 了 研究 这 个 级 数 是 收敛 的 还 是 发 散 的 , 我 们 考察 汪 数 y= 十- 的 
图 形 ， 同 时 在 = 轴 上 标 出 整数 的 模 坐 标 = = 1,z = 2,…. 我 们 首先 
在 = 轴 上 的 区 间 m -1<z<n(n> 1) 上 作 高 为 -sx 的 矩形 ， 并 
且 把 它 与 在 > 轴 的 同一 区 间 上 ， 区 间 端 点 的 垂直 线 和 曲线 y = 二 - 
所 图 成 的 面积 (这 个 范 财 在 图 72 中 以 阴影 部 分 表 出 ) 进行 比较 

其 次 ， 我 们 在 区 间 n < z < nn 十 1 上 作 高 为 二 的 矩形 ， 类 似 地 把 
它 与 在 同 -个 区 间 上 ， 曲 线 下 转 起 来 的 面积 (这 个 范围 在 图 7.2 中 
以 交叉 网 格 表 出 ) 进行 比较 ， 在 第 一 种 情形 ， 曲 线 下 的 面积 明显 地 
大 于 矩形 的 面积; 在 第 二 种 情形 ， 曲 线 下 的 面积 小 于 矩形 的 面积 . 


1) 与 这 相 联 系 也 可 以 参看 第 六 章 的 附录 第 564 页 . 
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图 7,2 ”级 教导 积分 的 比较 


换 句 话说 ， 

nt1 dz 1 n dr 

i Er S ne 人 A 1 Er 
分 别 对 于 二 1,2.3,... ,7 和 1 2,3,.--,m, 写 下 这 些 不 等 式 并 
且 求 和 ， 我 们 就 得 到 以 下 关于 第 m 个 部 分 和 s 一 》 让 的 估 


n=1 
计 : 


To 十 1 dzr m fy 
/ < sm<1+ 2 (6) 


现在 ， 妆 m 增加 时 ， 积 分 /2 趋向 于 “个 有 穷 极限 还 是 尼 增 

无 极限 依 a > 1 还 是 a < 1 而 定 ， 从 而 单调 数 序列 s 是 有 界 还 是 

递增 无 界 依 a > 1 还 是 a < 1 而 定 ， 于 是 我 们 有 下 面 的 定理 . 
CN 


ee 
ne 1? 2 3° 


诲 径直 
当 且 仅 当 a>1 时 收 级 . 
对 于 a = 1, 我 们 以 前 用 不 同 的 方法 证 明 过 的 调和 级 数 的 发 散 
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1 1 1 
到 二 于 
1 1 1 
+atat. 


- 志 +- 志 十 … 发 散 


对 于 a > 1 的 收 化 级 数 》` -六 在 收 化 性 的 研究 中 经 常 被 用 来 


=1 
作 的 比较 级 数 . 例如， 我 们 立即 看 出 ， 对 于 a > 1, 级 数 DE 当 


v=1 
系数 的 绝对 值 jcv| 小 于 一 个 固定 的 不 依赖 于 v 的 上 界 时 就 绝对 收 
敛 . 
欧 拉 常数 . 从 估计 式 (6) 对 于 a = 1 立即 得 出 数 序列 


1 1 1 
cn 一 1 十 可 十 可 十 十 页 一 logn 
=sn 一 ]og > log(n+1)—logn>0 


是 下 有 界 的 . 因为 从 不 等 式 


1 
Li 


Tt+4+1 
< / 至 =log{n + 1) — logn 


1 
三 一 一 十 Cn 一 Cn+Hl， 
元 十 工 十 +1 


我 们 看 到 序列 是 单调 递减 的 ， 于 是 它 必 定 趋 向 一 个 极限 


lim Cn = lim (+ 二 + 
ROO +o0. 


1 
3 3 t+ 二 logn) =C. 


数 C 的 值 是 0.5772…, 称 为 欧 拉 常 数 . 与 分 析 中 的 其 他 重要 的 特 


殊 数 , 例如 x 和 e 不 同 ， 对 于 欧 拉 常数 没有 发 现 另外 的 具有 简单 的 
形成 规律 的 表达 式 ， 到 今天 为 止 ， 还 不 知道 C 是 有 理 数 还 是 无 理 
数 . 
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7.3 阔 数 序列 

正如 以 前 经 常 强调 的 , 极限 过 程 不 仅 用 于 以 其 他 更 简单 的 数 近 
似 地 表示 已 知 数 , 而 且 也 用 于 把 已 知 数 的 集合 扩展 成 为 更 广泛 的 集 
合 . 下 述 事 实在 分 析 中 具有 决定 性 的 意义 ; 不 仅 要 研究 常数 项 序列 
或 常数 项 无 穷 级 数 的 极限 ， 而 且 类 似 地 ， 也 要 研究 函数 项 序列 或 其 
项 是 一 个 变量 z 的 函数 的 级 数 的 极限 , 如 像 秦 勒 级 数 或 一 般 的 舌 级 
数 . 不 仅 用 更 简单 的 函数 去 蛋 近 给 定 的 函数 需要 这 样 的 极限 过 程 ， 
而 且 新 的 函数 的 定义 和 分 析 描 述 也 往往 需要 建立 在 函数 序列 的 极 
限 概念 的 基础 上 :f(z) = lim fn(z) 对 noo0. 等 价 地 ， 我 们 可 以 
把 f(z) 和 f(z) 看 作 函 数 gn(z) 的 无 穷 级 数 f(z) = 》, gu(z) 的 和 


v=1 
与 部 分 和 , 其 中 n>1 时 gn(z)= fn(2) 一 -i(z) 和 gu(z) = 所 (2). 

我 们 现在 来 讨论 确切 的 定义 和 几何 解释 . 
a. 育 数 与 曲线 序列 的 极限 过 程 

定义 如 果 在 区 间 a < x < 5b 的 每 一 点 2 处 ， 画 数值 f(z) 
在 通常 意义 下 收敛 到 函数 值 f(z), 则 称 序列 户 (z), 户 (z)，… 在 区 
间 a < x < 8 上 收敛 到 极限 函数 f(z)， 在 这 种 情形 下 ， 我 们 写成 
im fn(Y) = f(z). 根据 柯 西 判别 法 (参看 第 80 页 ), 我 们 能 够 不 涉 
及 极限 隧 数 f(z) 来 叙述 序列 的 收敛 性 ， 葡 数 序列 收 伍 到 一 个 极限 
函数 ， 当 且 仅 当 在 所 考虑 的 区 间 里 的 每 一 个 点 z 处 ， 对 于 每 一 个 正 
数 z, 量 |fn(z) 一 fm(z)| 是 小 于 < 的 ， 只 要 人 和合 选 得 充分 大 ， 也 
就 是 ， 大 于 某 一 个 数 N. 这 个 数 NN = N[(s,z) 通常 是 依赖 于 es 和 = 
的 ， 并 且 当 。 趋 于 零 时 无 限 增 大 ， 

我 们 经 常 遇 见 函 数 序列 的 极限 的 情形 . 我 们 仅 提 一 提 ， 当 a 为 
无 理 数 时 穴 z* 的 定义 所 根据 的 是 方程 

22 = ,lim x"™, 


其 中 nL,r2,.… ,rn,… 是 一 个 趋 于 a 的 有 理 数 的 序列 ， 或 者 再 提 到 
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图 7.3 ”极限 曲线 与 极限 函数 


方程 
ex = lim (G+ 二 ) ) 


其 中 右边 的 逼近 函 教 f(z) 是 ” 次 多 项 式 . 

使 用 曲线 来 作为 函数 的 图 形 表示 这 件 事 启示 我 们 , 也 可 以 谈 谈 
关于 曲线 序列 的 极限 .譬如 说 ,前 面 提 到 的 极限 函 教 z* 和 er 的 图 
形 可 以 分 别 看 作 是 函数 >" 和 (1+ 二 ) 的 图 形 的 极限 曲线 

然而 ， 在 函数 的 极限 和 曲线 的 极限 之 间 存 在 着 一 个 细微 的 郑 
别 ， 直 到 19 世纪 中 叶 一 直 没有 被 清楚 地 观察 到 ， 我 们 将 用 一 个 例 
来 说 明 这 一 点 ， 然 后 再 在 下 一 节 去 系统 地 讨论 它 . 

我 们 考虑 区 间 0 < z < 1 上 这 一 序列 函数 


万 (zz) = zx", n=1,2,.… 
这 些 函 数 都 是 连续 的 ， 并 且 极限 函数 im f(z) = f(z) 存在 ， 但 
是 这 个 极限 函数 是 不 连续 的 ， 相 反 ， 因 为 对 n 的 一 切 值 ， 函 数值 


fn(1) = 1, 极限 
fl)= 1; 
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而 另 一 方面 ， 对 于 0<z< 1, 正 像 我 们 在 第 一 章 第 65 页 看 到 的 ， 
极限 f(z) = lm futzx) = 0. 所 以 函数 f(z) 是 一 个 间 斯 函数 ， 在 
2=1 处 有 值 而 对 于 区 间 上 所 有 其 他 的 > 值 有 值 0. 

这 个 闻 断 性 在 几何 上 是 用 沙 数 y = 访 (z) 的 图 形 Cu。 来 说 明 
的 ， 这 些 图 形 (参看 第 72 页 图 1. 44) 都 是 连续 曲线 ， 它 们 都 经 过 
原点 和 z=1,y=1 这 个 点 ， 并 且 当 n 增 大 时 ， 它 们 越 来 越 靠近 > 
轴 ， 这 些 曲线 确实 具有 一 个 极限 曲线 C, 它 完全 不 是 同 断 的 ， 而 
是 由 zx 轴 上 x =0 和 和 z= 1 之 间 的 一 段 以 及 直线 t=1 上 y=0 
和 y= 1 之 间 的 -- 段 所 组 成 的 ， 于 是 这 些 曲线 收敛 到 具有 一 个 垂 
直 部 分 的 连续 的 极限 曲线 ,而 函数 则 收敛 到 一 个 间断 的 极限 耳 
数 . 我 们 由 此 认识 到 ， 极 限 函 数 的 这 个 间断 性 是 由 极限 曲线 上 有 垂 
直 于 z 轴 的 部 分 来 表明 的 ， 这 个 极限 曲线 不 是 极限 函数 的 贺 形 ， 
因为 对 应 于 垂直 部 分 的 x 值 ， 曲 线 给 出 无 穷 多 个 y 值 ， 而 画 数 却 
只 给 出 一 个 值 ， 因 此 ， 育 数 f(x) 的 图 形 的 极限 并 不 同 于 这 些 函 数 
的 极限 f(zx) 的 图 形 . 

当然 ， 相 应 的 叙述 对 于 无 穷 级 数 也 基 一 样 成 立 的 . 


7.4 ”一 致 收 化 与 不 一 致 收敛 


a 一 般 说 明和 定义 


函数 的 收敛 性 概念 与 曲线 的 收敛 性 概念 之 间 的 差别 是 学 生 应 
当 清 晰 地 把 握 住 的 现象 . 这 包括 西数 的 序列 或 无 穷 本 数 级 数 的 所 谓 
不 一 致 收敛 性 , 对 此 我 们 将 讨论 详细 一 些 . 

在 区 间 a < x < 6 上 ， 消 数 f(x) 是 序列 函数 f(z), fo{z),… 
的 极限 ,按照 定义 的 意思 仅仅 是 ,在 区 间 上 的 每 一 个 点 * 处 通常 的 
极限 关系 f(z) = Jim。 思 {z) 成 立 

这 样 的 收敛 性 是 序列 在 点 = 处 的 一 种 局 部 人 性质， 然而， 自然 
可 以 要 求 比 上 述 的 吉 近 仅 是 局 部 收 售 更 高 一 些 ， 即 ， 如 果 我 们 指定 
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图 7.4 图 示 一 致 收敛 性 

一 个 任意 的 精确 度 <, 则 从 某 一 个 指标 数 入 以 后 ， 对 于 所 有 的 > 
值 ， 所 有 的 函数 所 (zx) 应 该 介 于 f(z) 一 e 和 f(z) +E 之 间 ， 以 致 
y= 二 所 (2) 的 图 形 全 都 落 在 图 7.4 所 标明 的 窗 条 里 . 如 果 能 够 使 得 带 
近 的 精确 度 同时 在 区 间 上 处 处 至 少 等 于 预先 指定 的 一 个 正 数 s, 也 
就 是 ， 处 处 选 出 了 同一 个 不 依赖 于 x 的 数 ，N[(e) 我 们 就 说 逼近 是 
一 致 的 人. 如 果 imn fn(2) = f(z) 对 于 a<z<b 一 致 地 成 立 ， 则 
对 于 每 一 个 。 > 0, 存在 相应 的 数 N = N(e), 使 得 | jz) 一 六 (下 | < < 
对 所 有 的 ”> NN 和 区 间 上 所 有 的 z 都 成 立 . 在 19 世纪 中 叶 , 当 塞 德 
尔 和 其 他 的 人 提醒 人 们 注意 函数 的 收敛 性 完全 不 一 定 是 一 致 的 , 决 
不 能 天 真 地 认为 函数 收敛 就 一 致 收敛 时 ， 使 许多 人 大 为 震惊 . 

不 一 致 收敛 的 例 . 一 禾 收 敛 的 概念 是 从 不 一 致 收敛 的 各 种 例 
来 得 到 说 明 的 . 

(a) 第 一 个 例 是 刚才 考察 过 的 前 数 序 列 ， f(z) = z". 在 区 间 
0<z<si 上 ， 这 个 序列 收敛 到 极限 函数 f(z), 当 0 < <.1 时 

1) 与 第 44 页 上 一 致 连续 性 的 类 似 的 定义 相 比 较 ， 在 那里 我 们 能 够 选取 同一 个 不 

依 术 于 z 的 数 ic) 
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f(z) =0, 而 f(1) = 1 在 区 闻 的 每 一 点 处 都 是 收 和 伊 的 ， 就 是 说 ， 如 
果 是 任何 一 个 正 数 ， 并且 如 果 我 们 选择 任何 一 个 确定 的 值 z = €, 
则 当 n 充分 大 时 不 等 式 | 和 一 ACE < < 是 确定 地 成 立 的 . 然而 ， 

这 个 逼近 却 不 是 一 致 的 ，、 因 为 ， 如 果 我 们 选择 。 = ,于是 数 n 
不 论 选 得 多 么 大 ， 我 们 总 能 够 找到 一 个 点 z = 了 冯 1, 在 这 个 点 
处 I 一 f(D = 下 > 事实 上 ， 这 是 对 所 有 的 点 z = 7, 其 中 


1 > 9 > 久子 都 成 立 的 因此 不 可 能 选 到 一 一 人 ia 大 的 使 得 


对 整个 区 同上 全 体 的 点 flz) 和 fn{2) ) 之 间 的 差 都 小 于 了 可 


如 果 我 们 参考 这 些 函数 的 图 形 (图 7.3), 这 一 状况 就 变 得 清 站 
明白 了 ,我 们 看 到 ， 无 论 我 们 选择 多 么 大 的 一 个 值 ， 对 于 仅 比 1 
小 一 点 的 上 值 ， 渭 数 记 (&) 的 值 将 非常 靠近 1, 因此 不 能 够 很 好 地 
逼近 于 值 为 0 的 f(é&). 

类 似 的 情况 由 函数 


fn{2) = 


在 点 = 一 和 点 > = -1 的 邻 域内 展示 出 来 ， 这 是 容易 确立 的 ， 在 
这 里 当 lz| < 工时 f(z) =1, 当 各 =1 时 f(z) = 了 ,而 当 |s|>1 
时 f(z) = 

(b) 在 上 面 两 个 鲍 里 ， 收 全 的 不 一 致 性 是 与 极限 函数 不 连续 
这 个 事实 有 关 的 . 然而 也 容易 构造 一 个 连续 函数 的 序列 ， 它 们 确实 
是 收 全 到 一 个 连续 的 极限 函数 , 但 不 是 一 致 收敛 的 . 我 们 仅 注意 区 
间 0<z < 1 同时 对 于 n>2 给 出 下 面 的 定义 : 


f(z) = 2n° 当 0<z< 一 ， 
_ 1 2 

falz) = (Zs)n 当 二 <z< 工 ， 

Flz)=0 当 二 <zsl 


这 里 在 开始 的 时 候 ， 我 们 能 够 对 a 选取 任何 值 ， 但 是 一 经 选 定之 
后 ， 对 于 序列 的 所 有 项 这 个 a 值 就 必须 保持 固定 .从 图 形 上 看 , 我 
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们 的 函数 由 轴 上 的 区 间 0 < z < 二 上 的 两 根 线段 所 组 成 的 屋顶 
形状 所 表示 ， 而 从 = = 二 以 后 图 形 是 = 轴 自 己 (参看 图 7.5). 


0 ln 2/n 


7.5 ”图 示 非 一 致 收敛 狂 


如 果 a < 1, 图 形 最 高 点 的 高 度 一 般 地 有 值 n*“!, 当 n 增 大 
时 ， 将 趋 于 堆 . 于 是 曲线 就 将 趋向 x 办 ， 因 而 函数 f(z) 将 一 致 地 
收敛 到 极限 防 数 Ar) = 0. 

如 果 a = 1, 对 于 每 一 个 1 值 ， 图 形 的 顶端 将 有 高 度 1. 如果 
a <1, 当 n 增 大 时 ， 图 形 顶 端的 高 度 将 无 限 增 大 . 

然而 ,无 论 a 如 何 选 取 ， 序列 及 (x), fa(x),…: 总 是 趋向 于 极限 
函数 flz) = 0. 因为 ,很 设 rz 是 正 的 ， 则 对 于 所 有 充分 大 的 1 值 我 
们 有 2/n < z, 从 而 z 不 在 图 形 的 尖顶 部 分 下 面 ， 并 且 f(x) = 0. 
当 z=0 时 ， 所 有 的 函数 值 户 (z) 等 于 0, 因而 不 论 哪 种 情况 都 有 
,Lim, fn(x) = 0. 

然而 ， 如 果 a > 1, 收 促 一定 是 不 一 致 的 。 因 为 显然 不 可 能 选 
到 足够 大 的 n 使 得 表达 式 |f(z) - 六 (oj 一刀 (z) 在 区 间 上 处 处 小 
于 去 . 

{c) 完全 地 类 似 的 情况 由 函数 序列 


fn(z)} = Tne nz 
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显示 出 来 , 与 前 面 的 情形 对 比 ， 其 中 序列 的 每 一 个 昂 数 是 被 一 个 单 
一 的 分 析 式 子 玫 示 出 来 . 这 里 方程 im fn(x) 一 0 再 一 次 对 每 一 个 
正 的 值 成 立 ， 因 为 当 n 增 大 时 ， 函 数 e-"* 趋 于 零 的 数量 级 大 
于 一 的 任何 次 宕 (参看 第 279 页 3.7b). 当 z = 0 时 ， 我 们 总 有 
f(x) = 0, 因此 对 于 区 间 0<z < 和 a 上 的 每 一 个 x 值 ， 其 中 a 是 任 . 
意 一 个 正 数 ， 都 有 


f(s) = lim f(z) =0, 


但 这 里 又 -次 显 出 不 是 一 致 地 收 化 到 极限 请 数 ， 因 为 在 += 二 的 
点 上 (在 这 个 点 上 ,lz) 有 它 的 最 大 信 ), 我 们 有 


= 所 (= 于 


1 所 


于 是 我 们 看 出 ， 如 果 = > 1, 收敛 是 不 一 致 的 ， 因 为 对 于 每 一 条 则 
线 y = 所 (z), 无 论 n 选 得 多 么 大 ， 总 会 包含 这 样 的 点 ( 即 ，z = 二 
的 点 ， 这 个 点 是 随 n 变化 的 ) 在 这 个 点 上 f(z) - f(z) = f(z) > 
(参看 图 7.6). 

(d) 一 致 收敛 和 不 -- 致 收 伍 的 概念 ， 当 然 可 以 被 推广 到 无 穷 级 
数 的 情形 ， 我 们 说 一 个 级 数 


gifz] + g(x) +. 


是 一 致 收敛 的 或 不 -一 致 收 伍 的 ， 是 按照 它 的 部 分 和 f(z) 的 情形 而 
言 . -个 很 简单 的 不 -- 致 收 敏 级 数 的 例 是 
2 x? 2z2 了 2 
fr TT rt Ora t 
当 开 二 0 时， 每 一 个 部 分 和 f(z} = 十 … -zj(1 十 x2)*! 都 有 
值 为 0, 因此 f(0) = 0. 当 z 关 0 时 ， 级 数 简单 地 是 … 个 几何 级 数 ， 
具有 正 的 比 1/(1 + x2) < 1. 因此 我 们 能 够 按照 初等 法 则 来 求 和 |， 
这 样 对 于 每 个 z 头 0 就 得 到 和 
x2 , 
TI (+) 一 十 了 
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7.6 ”序列 记 (z) = n2ze™"z 的 非 一 致 收效 性 


于 是 极限 函数 f(z) 除了 在 = = 0 点 ， 处 处 由 表达 式 f(z) = 二 2 
给 出 ,而 f(0) = 0; 因此 在 原点 有 一 个 可 去 的 不 连续 点 . 

这 里 在 每 一 个 包含 原 点 的 区 间 上 ,我们 又 一 次 得 到 不 一 致 收 全 
性 . 因为 当 z 二 0 时 , 差 f(z) 一 所 (2) = ralz) 总 是 为 0 而 在 = 的 所 
有 其 他 的 点 上 rs 由 表达 式 rs(z) = 1/(1+ z2)"-: 给 出 ,读者 可 以 
自己 验证 这 一 点 ， 如 果 我 们 需要 这 个 表达 式 小 于 ， 璧 如 说 是 也 , 那 
么 对 于 每 个 国定 的 > 值 ， 这 是 能 够 由 选择 足够 大 的 n 来 实现 的 . 但 
”是 我 们 不 能 够 找到 充分 大 的 值 去 保证 rn(z) 处 处 小 于 二 .因为 
即使 我 们 选择 了 不 论 多 么 大 的 n, 我 们 仍 能 够 在 尼 够 千 近 0 的 地 方 
选取 4 使 "(2) 大 于 三 . 因此 不 超过 于 的 一 致 逼近 是 不 可 能 的 . 
如 果 我 们 考察 一 下 逼近 曲线 (参看 图 7.7), 事情 就 变 得 很 清楚 了 . 
这 些 曲 线 除了 在 = =0 点 的 附近 外 ， 当 n 增 大 时 ， 是 越 来 越 靠近 扫 
物 线 y=1+ 2 的 . 然而 , 在 z=0 点 附近 ， 这 些 曲 线 越 来 越 宅地 
往 下 延伸 到 原点 , 并且 当 ” 增 大 时 ， 这 个 延伸 越 来 越 紧 华 一 条 确定 
的 直线 段 ， 即 y 轴 的 一 部 分 ， 因 此 我 们 得 到 的 极限 曲线 是 一 条 抛物 
线 加 上 一 段 甜 直 向 下 延伸 到 原点 的 直线 段 . 
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7.7 ” 收 敏 到 具有 可 去 跳跃 间断 点 的 郴 教 


作为 非 一 致 收 全 的 一 个 进一步 的 例 , 我 们 提出 这 一 级 数 》 g,(z)， 
2 一 修 
其 中 gu{z) 定义 在 区 间 0 < z <1 上 , 当 v>1 了 时 gy(x) = 
2 一 2 1,go(z) = 1 这 个 级 数 的 部 分 和 是 函数 zx", 这 已 经 在 第 
593 页 例 (a) 中 考察 过 . 


b. 一 致 收敛 的 一 个 判别 法 


前 面 的 考察 告诉 我 们 ， 一 个 序列 或 级 数 的 一 致 收 令 性 是 一 个 特 
殊 的 性 质 , 它 并 不 为 所 有 的 序列 和 级 数 所 具备 我们 现在 对 于 无 穷 
级 数 ， 重 复 叙 述 一 致 收敛 的 定义 ， 如 果 f(z) 能 够 由 一 个 固定 的 但 
项 数 充分 大 的 和 g(x) 十 -… 十 gn (lz) = fy(z) 在 区 间 上 与 = 无 关 地 
逼近 到 近似 界限 < 之 内 (其 中 。 是 一 个 任意 小 的 正 数 ), 则 称 级 数 


gi (x) + g(r) + 


在 这 个 区 间 上 一 致 收 伍 到 函数 f(z). 
我 们 又 有 一 个 不 需要 知道 极限 函数 f(z) 的 一 致 收敛 的 判别 法 
( 柯 西 判别 法 ) : 组 数 一 致 地 收敛 (或 等 价 地 说 ， 函 数 序 列 f(x) 一 
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致 地 收敛 ) 当 且 仅 当 n 和 m 大 于 一 个 不 依赖 于 z 的 数 N 时 ， 差 
| 所 (2) 一 f(x) 能够 在 区 间 上 处 处 小 于 一 个 任意 的 量 <. 首先 因为 ， 
如 果 收 合 是 一 致 的 ， 我 们 能 够 选取 nn 和 m 大 于 一 个 不 依赖 于 z 的 
数 条, 使 得 |f(2) 一 f(z) 和 |fm(z) 一 f(z)| 同时 小 于 /2, 从 这 就 
得 到 | 万 (z) 一 f(z)| < e. 其 次 ， 如 打 当 nn 和 m 大 于 六 时， 对 所 
有 的 z 值 |f(7z) 一 fm(z)| < ,那么 在 选取 的 n>N 的 任意 固定 值 
土 ， 让 m 趋 于 无 穷 大 ， 对 于 每 一 个 = 值 ， 我 们 有 关系 式 
[fn(2) ~ f(z) = lim | 六 人) 一 和 (zi < €, 


ff 一 OO 


因此 收敛 是 一 致 的 . 

正 像 我 们 将 要 看 到 的 , 正 是 这 个 一 致 收复 的 条 件 使 无 穷 级 数 和 
其 他 的 作用 于 函数 的 极限 过 程 成 为 分 析 的 方 使 有 用 的 工具 . 幸运 的 
是 , 在 分 析 和 它 的 应 用 里 经 常 遇 到 的 极限 过 程 中 ， 非 一 致 收 敏 仅仅 
在 孤立 的 例外 点 上 出 现 ， 因 而 在 目前 不 致 于 困扰 我 们 . 

一 个 级 数 的 一 致 收敛 性 通常 是 由 下 面 的 准则 确立 的 〈 把 它 与 党 
数 项 控制 级 数 进行 比较 ) : 


如 果 级 数 》 g,(z) 的 项 满足 条 件 |gv(zj| < cv 其 中 数 av 是 正 
9 9 9 9， 一 1 LE 下 时 由 
的 常数 并 且 形 成 一 个 收 化 级 数 》 av, 那么 级 数 》 gu(z) 一 致 (并 
vu 二 1 业 放生 » j=1 a 曙 Ld 
且 绝 对 地 ) 收 伊 . 


因为 这 时 我 们 有 


>» g(x) 


?HL 


< 》 |gu(z)i< 》 av 


一 v= 


而 县 因 为 根据 柯 西 判别 法 , 当 n 和 m > n 选 得 足够 大 时 , 和 > ， ar 


能 够 成 为 任意 小 ， 这 确切 地 表达 了 关 王 一 致 收 伍 性 的 必要 充分 条 
件 . 


. $98 ， 


第 一 个 例 是 由 几何 级 数 1 二 zz 二 22 十 … 提供 的 ， 其 中 z 被 限 
制 在 区 间 |z| < g 上 ， 9 是 任意 的 小 于 1 的 正 数 ， 于 是 级 数 的 项 在 
数量 上 小 于 或 等 于 收 剑 的 几何 级 数 》 gq" 的 项 . 

进一步 的 例 是 由 “三 角 级 数 ” 

clsinfz —6) cosin(2—#2) casin(z 一 她 ) 
12 22 32 
给 出 ， 以 |cn| < 。 为 条 件 ， 其 中 e 是 一 个 不 依赖 于 n 的 正常 数 . 因 
为 这 时 我 们 有 
cnsinfz 一 好 ) 


on 人 zj)= 定 9 于 是 |gn(z)| < 二 . 


十 + 


因此 根据 级 数 》 ， 十 的 收 合 性 立即 得 出 三 角 级 数 的 一 致 与 绝对 收 
及 一 1 

敏 性 . 
c. 连续 示 数 的 一 致 收效 级 数 之 和 的 连续 性 

一 致 收敛 的 重要 性 在 于 ,一 个 一 臻 收敛 的 级 数 在 许多 方面 的 情 
况 确实 很 像 上 有 穷 个 函数 的 和 .举例 说 ， 有 穷 个 连续 函数 的 和 仍 是 连 
续 的 ， 相 应 地 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定 再。 如果- 个 连续 顶 的 级 数 在 个 区 问 时 要 直人， 
史家 的 和 也 古 一 个 这 续 醒 数 

证 明 . 证 明 是 十 分 简单 的 .我 们 把 级 数 

fj 一 gz 十 g2(z) 十 … 

分 成 第 n 个 部 分 和 加 上 余 项 Rn(z). 像 通常 一 样 ， fn(2) = g(x) 二 


… 十 gn(z). 现在 如 果 指 定 了 任意 的 正 数 。 我 们 就 能 够 根据 一 致 收 
伍 性 选取 充分 大 的 数 n 使 得 在 整个 区 间 上 余 项 都 小 于 </4. 因此 


IRitz + h) — Rilz)| < 志 


对 区 间 上 每 一 对 数 z 和 z 十 疡 都 成 立 ， 部 分 和 所 (z) 是 由 有 穷 个 
连续 函数 的 和 组 成 的 ， 因 而 是 连续 的 了 ， 于 是 对 于 区 间 上 的 每 一 个 
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点 2, 我 们 能 够 选取 充分 小 的 一 个 正 数 ,使 得 当 |h| <5 且 点 z 和 
rT 二 + 记 都 属于 区 间 时 ， 


fn(z+ 且 一 所 (wo)| < 二 
成 立 ， 于 是 得 到 


[fts +h)— Fa) = f(s + -f(z)+ Pn(z + h) ~ Rnlz)| 
和 | 疡 他 十 同一 真人 好 + IRn(s + hh) — Rr) 
< 各， 


这 表示 了 我 们 的 函数 的 连续 性 . 

当 我 们 从 前 面 的 各 个 例 中 , 回 所 起 连续 函数 的 不 一 致 收 倒 级 教 
的 和 不 一 定 是 连续 的 这 个 论述 时 , 这 个 定理 的 重要 性 就 成 为 明显 的 
了 . 从 上 述 定 理 我 们 可 以 得 出 结论 : 如果 连续 函数 的 收 和 敛 级 数 的 和 有 
一 个 不 连续 点 , 那么 在 这 个 点 的 每 一 个 邻 域 里 收敛 都 是 不 一 致 的 . 
因此 ,用 连续 函数 的 级 数 去 表示 不 连续 函数 的 任何 一 种 表示 法 ， 都 
必然 建立 在 利用 不 一 致 收敛 极限 过 程 的 基础 上 . 


d. 一 致 收 伍 级 数 的 积分 


有 穷 个 连续 函数 的 和 能 够 “ 逐 项 ”积分 ， 即 ， 和 的 积分 由 每 一 
项 分 别 积分 以 后 相 加 得 到 . 在 连续 函数 的 收敛 无 穷 级 数 的 情况 下 ， 
只 要 在 积分 区 间 上 级 数 一 致 收 和 化 ， 同 样 可 以 逐 项 积分 . 

在 一 个 区 间 上 一 致 收敛 的 级 数 


yo 人 z) = ja) 
v=1 


在 这 个 区 间 上 能 够 逐 项 进行 积分 ; 或 者 说 得 时 归 白 些 ， | 。 和 


= 是 一 致 收 剑 区 间 上 的 两 个 数 ,那么 级 数 > he gvlt)dt 收敛 


和 
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亲 且 可 兴 上 类 于 = 收复 它 的 和 等 革 700 
为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 和 以 前 一 样 将 f(z) 写成 


f(z) = 》 gz) = fa(7) + Rl). 


我 们 已 经 假定 了 级 数 的 各 项 是 连续 的 ， 因 此 根据 7.4c 节 ， 和 也 是 
连续 的 ， 因 而 是 可 积 的 ， 现 在 如 果 < 是 任意 的 正 数 ， 我 们 能 够 找到 
一 个 充分 大 的 数 W, 使 得 对 区 间 上 每 一 个 = 值 ， 当 每 一 个 n> N 
时 ， 不 等 式 |Rn| < = 成 立 ， 根据 积分 学 的 中 值 定 理 ， 我 们 有 


<el, 


[ro-mole 


其 中 是 积分 区 间 的 长 度 ， 由 于 有 穷 和 疡 (z) 的 积分 能 够 逐 项 进 
行 ， 这 就 给 出 


| / “jat -Vy / 对 < 二 
a 1 £ 
但 是 由 于 ef 要 多 小 就 能 多 小 ， 这 就 指出 了 
gliadt= 3 “pat = pai, 
> sn) to 10 


定理 得 证 . 
如 果 ， 代 夫 无 穷 级 数 ， 我 们 希望 谈论 函数 序列 ， 我 们 的 结果 就 
可 以 用 下 面 的 形式 来 表示 : 


1) 注意, 在 这 个 定理 里 我 们 必须 取 定 积分 . 举例 来 说 , 级 数 3 gv{z) 当 gy(z) = 0 


v=1 


时 一 致 收 敏 ， 然 而 每 一 项 取 不 定 积分 /om = 常数 = c, 则 引出 一 般 是 发 散 的 级 


数 3». C， 
v=1 


如 果 在 一 个 区 间 上 函数 序列 fi(z), fa(z), + 一 致 地 趋向 极 
限 西 数 f(z)， 那么 等 式 


[res = lim, {flee (7) 


对 属于 区 问 的 每 一 对 数 @,5 都 成 立 . 换 名 话说 , 这 时 我 们 能 够 交换 
积分 运算 与 极限 运算 的 次 序 ， 


这 个 事实 不 是 微不足道 的 ， 从 一 个 如 像 在 19 世纪 曾经 流行 过 
的 天 真 的 观点 看 来 ， 这 两 个 过 程 的 可 交换 性 几乎 是 不 容 怀疑 的 . 但 
是 看 一 看 7.4a 里 的 例 ， 就 会 告诉 我 们 ， 在 不 一 致 收 倒 的 情况 下 ， 上 
面 的 等 式 可 以 不 成 立 . 我 们 只 需 考察 第 594 页 的 例 就 可 以 了 , 在 
该 例 中 极限 函数 的 积分 是 0, 而 函数 f(x) 在 区 间 0< xz < 1 上 的 
积分 ， 也 就 是 说 ， 在 图 7.5 里 三 角形 的 面积 ， 有 值 


[ f(s)ds = noe, 
[1 


而 当 a > 2 时 这 个 积分 值 是 不 趋向 于 零 的 在 这 里 ， 我 们 直接 从 图 
形 看 到 。 /Htzjdz 与 im。 太太 (cjds 之 问 的 差异 就 在 于 收 全 的 
不 一 致 性 

另 一 方面 ， 当 考虑 a 的 这 样 的 值 1 < a < 2, 我 们 看 到 ， 
员 然 收 全 是 不 一 到 的 ， 等 式 im 太 fu(ojde = 太 ftzjdz 却 能 名 
成 立 ， 作 为 进一步 的 例 ， 我 们 有 级 数 》 gn(z), 其 中 当 > 1 时 


go(z) = mr 一 2"! 而 go(a) = 1 能 够 在 0 到 1 之 问 逐 项 积分 ， 虽 
然 它 不 是 一 致 收 全 的 因此 对 于 逐 项 可 积 来 说 ， 虽 然 收敛 的 一 臻 性 
是 一 个 充分 条 件 ， 但 它 决 不 是 一 个 必要 条 件 . 


e. 无 穷 级 数 的 微分 法 


一 致 收敛 级 数 或 序列 关于 微分 的 情形 与 积分 是 完全 不 同 的 . 例 
如 ， 函 数 序列 f(z) = 和 nz 确实 一 一 致 收敛 到 极限 函数 f(z) = 
0, 但 是 导数 名 (z) = ncosn2z 确实 不 处 处 收 伍 到 极限 函数 的 导数 
Ptz) = 0 当 我 们 考虑 = = 0 时 就 可 以 看 到 ， 因 此 ， 即 使 在 一 致 收 
敏 的 情况 下 ， 我 们 也 不 能 交换 微分 过 程 与 极限 过 程 的 次 序 . 

当然 相应 的 叙述 对 于 无 穷 级 数 也 是 成 立 的 ， 例 如 ， 级 数 


sin24x sin34% 
22 32 


Sin 了: 十 


是 绝对 和 -- 致 收敛 的 ， 因 为 在 孝 值 上 它 的 项 不 大 于 收 剑 级 数 七 + 


页 + 二 +… 相应 的 项 ， 然 而 ， 如 果 逐 项 微分 这 个 级 数 ， 我 们 就 


Po 


cosT 上 22cos245 十 32cos34z 十 …， 


显然 ， 这 个 级 数 在 = = 0 发散. 
保证 在 特殊 情况 下 可 以 逐 项 微分 的 唯 -- 有 用 的 准则 , 由 下 面 的 
定理 给 出 . 


如 果 逐 项 微分 一 个 收敛 的 无 穷 级 数 YG, (zx) = 了 F(z) 以 后 ， 


DS 昌 和 DT § 是 9 
vv 二 0 


我 们 得 到 一 个 具有 连续 的 项 的 一 致 收敛 级 数 》 9,(z) = f(z), 那 
ee os 0 0 9 ,0 而 


么 最 后 这 个 级 数 的 和 就 等 于 第 一 个 级 数 的 和 的 导数 . 


因此 这 个 定理 特别 要 求 ， 在 逐 项 微分 这 个 级 数 以 后 ， 我 们 还 必 
须 研 究 微 分 的 结果 是 和 否 是 一 个 一 致 收 仿 的 级 数 . 

这 个 定理 的 证 明 几 乎 是 浅显 的 .因为 根据 7.4d 节 的 定理 ， 我 
们 能 够 逐 项 积分 由 微分 法 得 到 的 这 个 级 数 ， 回忆 旬 ( 雪 = Go 全, 我 
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们 得 到 


“pladt = 1 u(t 3 cd 
人/ (2) 三 (三 oj > “Oe 
= VG,(z) — Gu(0)) = F(z) - F(a). 


v= 
对 于 一 致 收 但 区 间 里 的 每 一 个 > 值 这 都 是 成 立 的 ， 由 此 得 出 
f(z) = F'(2), 
于 是 定理 得 证 . 


75 需 级 数 


在 无 穷 级 数 中 笑 级 数 占有 最 重要 的 地 位 . 所 谓 宪 级 数 我 们 指 
的 是 这 样 类 型 的 级 数 
Po =@Haiz+eac2+.… = 》 ear {8) 
v= 
(“zx 的 窟 级 数 ”), 或 更 一 般 地 


Pfz) = co + ers ~ 20) + ca(z — x0) + 


一 >》 cy(£ — wo)” (8a) 

了 一 自 
("(z 一 xzo) 的 宕 级 数 ”), 其 中 zo 是 一 个 固定 的 数 ， 如 果 在 后 面 这 个 
级 数 里 我 们 引进 € 二 2 一 wo 作为 一 个 新 的 变量 ， 它 就 成 为 新 变量 


的 一 个 宕 级 数 》 ,cut*, 因此 我 们 可 以 仅 限于 讨论 较 特殊 形式 的 完 


PE 一心 
级 数 》`cva* 而 不 失去 一 般 性 . 


在 第 五 章 (第 503 页 ) 我 们 考察 了 函数 由 多 项 式 近似 表示 的 问 
题 ， 并 从 而 引出 了 函数 的 奉 勒 级 数 展开 式 ， 而 事实 上 ， 这 泰勒 级 数 
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就 是 瑚 级 数 . 在 这 一 节 我 们 将 更 为 详细 地 研究 宕 级 数 ， 并 将 比 以 前 
更 方便 地 得 到 一 些 最 重要 的 函数 的 级 数 情 开 式 . 


a. 等 级 数 的 收 误 性 质 一 一 收敛 区 癌 


存在 这 样 的 客 级 数 , 它 不 对 z 的 任何 值 收 傅 , 当然 除了 z = 0， 
例如 ， 级 数 


了 十 22z2 十 33z3 十 … 十 mrzn 十 …， 


因为 如 果 z 去 0, 我 们 能 够 找到 一 个 整数 六 使 得 lz| > 方 . 于 是 当 
n > 六 时， 所 有 的 项 wz” 的 绝对 值 将 大 于 1, 而 且 事 实 上 ， 当 nn 
增加 时 ， n"z* 将 无 限 增 大 ， 因 此 级 数 不 收敛 . 

男 一 方面 ， 存 在 这 样 的 级 数 ， 它 对 z 的 每 一 个 值 都 收敛 ， 例 
如 ， 指 数 函 数 的 寡 级 数 


:1 m2 2 
Itet rtart.: 


它 对 z 的 每 一 个 值 的 收 敏 性 可 从 比值 判别 法 (第 584 页 准则 5a) 立 
即 得 到 . 第 n+1 项 被 第 ” 项 除 给 出 z/n, 因而 , 无 论 数 = 怎样 选 ， 
当 n 增加 时 ， 这 个 比值 总 趋 于 零 ， 

下 面 的 基本 定理 表明 了 震级 数 关于 收敛 性 的 情况 . 

如 果 一 个 z 的 每 级 教 对 值 > = & 收 伊 , 则 它 对 每 一 个 使 得 
lz| < 加 的 z 信 都 绝对 收 人 同时 在 每 一 -个 区 同 je < 上 ， 级 数 
是 一 一 致 收 全 的 ， 其 中 7 是 任何 一 个 小 于 站 的 正 数 ， 这 里 7 我们 原 
起 多 么 靠近 区 就 可 以 多 么 春 近 


证 明 是 简单 的 。 如 果 级 数 Dt 收敛 ， 当 ” 增加 时 ， 它 的 


=0 
一 般 项 趋 主 零 . 由 此 待 到 较 弱 的 断言， 所 有 的 项 都 不 超过 一 个 与 v 
无 关 的 上 界 M, 即 lcvte| < M. 现在 ， 如 果 9 是 任意 一 个 满足 
0 < gq < 1 的 数 ， 并 且 如 果 我 们 把 x 限制 在 区 间 |z| < ql&| 上 ， 就 有 
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|euzz| < levele* < Mg*. 因此 在 这 个 区 间 里 ,我 们 的 级 数 》 cwz” 


0 

中 的 各 项 的 绝对 值 都 小 于 收敛 几何 级 数 》 Mg 的 对 应 项 . 因此 从 
第 599 页 的 定理 得 出 ， 级 数 在 区 间 一 qlt| < z < 由 | 上 绝对 并 一 至 
收 伍 . 

如 果 一 个 客 级 数 不 是 处 处 收敛 ， 即 ， 如 果 存 在 一 个 值 > = 6 对 
于 这 个 值 级 数 发 散 ， 则 对 于 每 一 个 使 得 jz| > |é| 的 > 值 级 数 必 定 
发 散 ， 因 为 如 果 对 于 这 样 的 z 值 级 孝 收 伍 ， 根 据 上 面 的 定理 对 于 数 
值 上 比 z 小 的 《 值 ， 级 数 就 必须 收敛 . 

从 这 里 我 们 认识 到 ， 如 果 一 个 寄 级 数 至 少 对 一 个 不 等 于 零 的 > 
值 收敛 , 并 且 至 少 对 一 个 = 值 发 散 , 那么 它 就 有 一 个 收 伊 区 同 , 即 ， 
存在 一 个 确定 的 正 数 p 使 得 当 lz| > p 时 级 数 发 散 ， 而 当 |z| < p 时 
级 数 收 敏 ， 当 jz| = p 时 不 能 得 出 一 般 结 论 . 这 里 p 正 是 使 级 数 收 
敛 的 > 值 的 最 小 上 界 (这 样 一 个 上 界 的 存在 是 根据 第 107 页 的 定 
理 ， 因 为 使 得 级 数 收 敛 的 > 值 形成 一 个 有 界 集合 ). 级 数 只 在 > =0 
处 收 伍 和 级 数 处 处 都 收敛 这 两 种 极端 的 情形 ,分 别 被 象征 性 地 表示 
为 p=0 和 p= oo 

例如 ， 对 于 几何 级 数 1 +z + 22 + … 我 们 有 p = 1, 在 收 全 区 
间 的 端点 上 级 数 发 散 ， 类 似 地 ， 对 于 反正 切 的 级 数 (第 496 页 )， 
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和 TcCt3 下 了 一 工 一 一 一 十 一 -一 十 … 
3 5 ” 


我 们 有 p = 1, 从 革 布 尼 效 判别 法 (第 576 页 ) 我 们 立即 认识 到 ， 在 
收敛 区 间 的 两 个 端点 z = 土 1 处 级 数 都 站 敏 . 
由 一 致 收 伍 性 , 我 们 推导 出 下 列 的 重要 事实 , 在 收敛 区 间 内 (如 
果 这 样 一 个 区 间 存 在 的 话 ), 朝 级 数 代表 一 个 连续 函数 . 
1) 从 级 数 的 系数 cy 可 以 直接 找到 收 但 区 间 ， 如 果 极限 lim les| 存在 ， 则 
1 


lim /|enl 
+ 


% 


对 于 一 般 情 形 ， 参 看 第 641 页 问题 8. 
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b. 各 级 数 的 积分 法 和 微分 法 
由 于 一 致 收敛 性 ， 一 个 等 级 数 
f(r) = Dev” 
v=0 


在 完全 位 于 收敛 区 间 内 的 任意 闭 区 间 上 总 是 允许 逐 项 积分 的 - 于 
是 我 们 就 得 到 函数 


Fo) =e+2, eT z+!, (9) 
对 于 这 个 曾 数 F(x) = f(z), 并 且 F(0) = ce. 
TT 
从 
f'(z)= DY vev2”l. (10) 
v=1 


为 了 证 明 这 个 断言 ， 我 们 只 需 说 明 ， 如 果 把 x 限制 在 一 个 完 
全 位 于 收 化 区 间 内 的 闭 区 间 上 时 ， 右 边 的 级 数 是 一 致 收敛 的 . 于 是 
假设 《 是 一 个 数 ， 我 们 原意 它 多 么 靠近 p 航 多 么 靠近 ， 对 于 这 个 
Dv" 收 伍 于 是 ， 正 像 我 们 以 前 所 见 ， 数 Ivf 人 都 不 能 超过 
一 个 与 v 无 关 的 上 界 MM, 因此 |et*-!| < 首 = N, 现在 设 9 是 任 
意 一 个 满足 0 < 4 < 1 的 数 ， 如 果 我 们 把 z 限制 在 区 同 |z| < qs| 
上 ， 无 穷 级 数 (10) 中 的 各 项 都 不 大 于 级 数 2 ,|vevrg" 6 | 中 各 


vv 二 1 
对 应 的 项 ， 因 此 小 于 级 数 》， Nvg*~! 中 各 对 应 的 项 ， 然 而 在 最 后 
r=]1 
这 个 级 数 里 ， 第 n 十 1 项 与 第 n 项 的 比值 是 g(n + 1)/n, 它 当 n 道 
增 时 趋 于 g. 由 于 0<g< 1,, 由 此 [准则 (5a)] 推 知 这 个 级 数 收敛 . 
因此 经 过 求 导 得 到 的 级 数 一 致 收敛 , 并 且 根 据 第 604 页 的 定理 它 表 
示 函 数 f(z) 的 导数 f(z), 这 就 证 明了 我 们 的 断 寺 . 


如 果 我 们 对 客 级 数 


f'(x) = by vevw" 1, 


8 一 1 


再 一 次 应 用 这 个 结果 ， 经 逐 项 微分 就 得 到 


f"(z2) = 2》 zf(z 一 Tevce 一 2 


v=2 


继续 进行 这 个 过 程 ， 我 们 就 得 出 定理 : 每 一 -个 由 笑 级 数 表 示 的 函 


数 在 收敛 区 间 内 可 微分 任意 次 ， 并 且 可 以 逐 项 微分 5 


c, 才 级 数 的 运算 


前 面 关 于 蚂 级 数 的 情况 的 定理 是 我 们 用 与 多 项 式 相 同 的 方式 
对 咕 级 数 进行 运算 的 依据 ， 昆 然 ， 两 个 第 级 数 相 加 或 相 减 ， 能 够 由 
相 加 或 相 减 对 应 的 系数 得 到 (参看 第 582 页 ). 这 也 是 显然 的 ， 一 个 
收 全 的 短 级 数 苹 上 一 个 常数 因子 ， 像 任何 其 他 的 收 全 级 数 一 样 ， 能 
够 由 其 中 每 一 项 慰 上 该 常数 因子 得 到 . 另 一 方面 ， 两 个 窜 级 数 的 乘 
和 除却 需要 较 详细 地 研究 ， 对 于 这 些 请 读者 参考 内 录 (第 623 页 ). 
这 里 我 们 (不 给 证 明 ) 仅 所 到 两 个 等 级 数 


f(z) = Fare” 
v=0 
1) 作为 才 阶 导数 的 一 个 明确 的 表达 式 ， 我 们 得 到 
6)(z) = Dv 一 雪人 一 大 十 lc” 一， 


vw 二 


域 者 狂 便 不 同 的 形式 


md = ( ) az -> ( ktv ) stem 


二 此 v=0 


这 两 个 公式 是 常用 的 
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gz) = 和 


v=0 
能 够 像 多 项 式 一 样 乘 在 一 起 ， 确 切 地 说 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 在 
本 个 弘 数 昌 收 人 区 同人 类 才 分册, 亿 们 的 于 各 关 申 收 名 
半价， 中 肥 数 直下 列 全 或 由， 


v=0 

co = Qobo, 

ci = a0b1 + aibo, 

ca = 082 + aiby + oabo, 

Cr 三 obn 十 Qlbn -1 十 … -十 arnbo， 
d, 展开 式 的 唯一 性 


在 徊 级 数 的 理论 里 下 面 的 事实 是 重要 的 : 若 两 个 宕 级 数 》 ,av 


v=0 


和 》, buzx* 都 在 包含 z = 0 在 其 内 的 一 个 区 间 里 收敛 ， 并且， 如 果 


yz 一 0 

在 那个 区 间 里 这 两 个 级 数 表示 同一 个 函数 f(z), 则 它们 是 恒 等 的 ， 
即 等 式 a。 = bn 对 每 一 个 ” 值 成 立 ， 换 名 话说 ， 

人生 业 fe) 只 要 能 表示 度 = 的 守 级 数 全 避 只 用 和 
方式 未成 有 和 级 玛 

简短 地 说 ， 一 个 浮 数 由 虹 级 数 表 示 的 表示 法 是 “ 崔 一 的 ”. 

为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 只 需 注意 到 两 个 宕 级 数 的 差 ， 即 ， 具 
有 系数 Cy 一 Go 一品 的 寡 级 数 pr) 一 Dd ev”, 在 这 个 区 间 上 表示 

v= 人 DD 
函数 
gzZ) = f(s) — f(r) =0, 


即 ， 最 后 这 短 级 数 在 这 个 区 间 上 处 处 收 合 到 极限 0. 特别 地 ， 对 于 
z = 0 级 数 的 和 必须 是 0, 即 co = 0, 因此 ao = bo. 现在 我 们 在 这 
个 区 间 内 部 对 级 数 微 分 得 到 #'{z) = 》) vcsz”1. 然而 ，Y(z) 在 


v=1 
整个 区 间 里 也 是 0, 因此 ， 特 别 地 ， 对 于 z = 0, 我 们 有 cl = 0 或 
al = 包 . 继续 进行 微分 然后 令 = = 0, 我 们 就 相继 求 得 所 有 的 系数 
cv 都 等于零 ， 这 就 证 明了 定理 . 
此 外 ， 从 我 们 的 讨论 里 我 们 能 够 引出 下 面 的 结论 ， 如 果 我 们 取 
级 数 f(z) = 》 avz* 的 v 阶 导 数 再 令 z = 0, 我 们 立即 得 到 


1 
一 f(") 
ov = 0), 


也 就 是 说 ， 
每 个 在 除 = 一 0 以外 的 上 上 收 条 的 各 娄 守 所 表示 的 


展开 式 的 唯一 性 相当 于 展开 式 的 系数 能 够 由 函数 本 身 来 表示 . 


”e. 解析 函数 


对 于 能 够 由 察 级 数 表示 的 函数 f(z), 自从 拉 格 朗 日 首先 认识 了 
这 种 函数 的 重要 性 以 后 ， 就 被 冠 以 “解析 函数 " 的 名 字 ， 特 别 地 , 
如 果 在 z = a 的 一 个 邻 域 里 ， f(z) 可 以 展开 成 = 一“ 的 收 伍 守 级 
数 ， f(z) 就 称 为 在 = = = 的 邻 域 里 是 解析 的 . 

虽然 处 处 不 解析 或 并 不 处 处 解析 的 函数 确实 在 分 析 和 应 用 上 
起 着 很 大 的 作用 (参看 第 八 章 ), 然而 解析 函数 仍 是 特别 重要 的 ， 因 
为 它们 与 多 项 式 一 样 具有 许多 简单 的 特性 ， 

便 如， 一 个 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 在 = =a 处 将 有 某 个 非 零 的 
导数 ， 设 "是 使 fe)(a) 关 0 的 最 小 的 数 ， 则 f 在 点 < 二 a 有 " 阶 
零点 ， 能 够 表示 成 隧 积 f(z) = (2 一 ojre(z) 其 中 9(z) 是 一 个 解析 
函数 ， 对 于 它 g(a) = jc)(a) 不 等 于 零 ， (与 第 五 章 第 516 页 比 
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较 . ) 确实 地 ， 分 解 出 赛 (z 一 a)" 因子 的 可 能 性 从 各 个 蚂 级 数 的 收 
得 性 可 直接 得 到 . 

从 g(z) 的 收敛 军 级 数 的 连续 性 也 可 以 看 出 , 除非 了 恒 等 于 去 ， 
因子 g(z) 不 可 能 在 z = a 的 一 个 适当 小 的 邻 域 里 为 零 ， 或 者 f(x) 
的 过 点 是 孤立 的 

由 于 话 数 f(z) 具有 同样 的 性 质 ， 由 此 得 到 在 一 个 有 穷 区 间 里 
一 个 解析 函数 是 分 段 单调 的 ， 即 ， 它 不 能 无 穷 多 次 改变 它 的 单调 的 
特征 .因此 y = f(z) 的 图 形 在 一 个 有 穷 区 间 里 不 可 能 与 一 条 直线 
y == 常数 (或 任意 的 直线 ) 相交 无 穷 多 次 . 

可 以 注意 的 一 点 是 , 上述 这 些 论述 对 于 非 解析 销 数 不 一 定 是 对 
的 ， 例 如 对 于 y := sin(l/z)e-V> ,在 zx =~=0 的 邻 域 里 (参看 第 515 
页 ), 上 述 结论 就 不 对 . 


7.6 给 定 函数 的 寺 级 数 展开 式 ， 待定 系数 法 ， 例 


每 一 个 赛 级 数 在 它 的 收 黎 区 则 内 部 表示 -个 具有 各 阶 连 续 导 
数 的 连续 函数 , 现在 我 们 将 讨论 一 个 给 定 的 通 数 的 寡 级 数 展开 的 反 
问题 , 在 理论 上 , 我 们 总 是 能 够 根据 泰勒 定理 做 这 件 事 . 在 实践 上 ， 
在 ” 阶 导数 的 实际 计算 和 余 项 估计 中 我 们 经 常 遇 到 困难 ， 但 是 利 
用 下 面 的 对 策 我 们 经 常 能 更 简单 地 达到 目的 . 我 们 先 试验 性 地 写 下 
f(z) = > .com 其 中 系数 cv 在 开始 时 是 未 知 的 ， 然 后 根据 函数 


v=0 

flz) 的 某 些 已 知 的 性 质 ， 我 们 来 确定 这 些 系数 ， 并 证 明 该 级 数 的 
收 和 敛 性 ， 这 个 级 数 表示 一 个 函数 ， 剩 下 只 要 证 明 这 个 函数 是 恒 等 于 
flz) 的 . 由 于 宫 级 数 展开 式 的 唯一 性 , 我 们 知道 除了 刚才 找 出 的 者 
个 级 数 以 外 , 别 的 级 数 都 不 可 能 是 所 要 求 的 展开 式 . 实际 上 , 用 与 这 
一 章 的 概念 有 关 的 一 种 方法 , 我 们 早已 得 到 了 arctamz 和 log(1I 十 z) 
的 级 数 ， 因 为 我 们 只 需 乏 项 积分 这 些 函 数 的 导数 的 级 数 就 行 了 ， 这 
些 级 数 我 们 已 经 知道 它们 是 几何 级 数 , 现在 我 们 将 考察 关于 这 个 方 
法 的 一 些 例 . 
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a, 指数 函数 


正如 我 们 在 第 257 页 上 第 三 章 第 4a 节 看 到 的 ,函数 y = ez 的 
特征 性 质 完全 被 微分 方程 Y = y 和 初始 条 件 当 z =0 时 y=1 决 
定 了 , 我 们 能 够 利用 这 些 性 质 直 接 求 出 指数 函数 的 等 级 数 ， 我 们 的 
问题 是 要 找 一 个 函数 f(2) 使 得 f(z) = f(x) 和 f(0) = 1. 如 果 我 
们 试 把 级 数 写成 待定 系数 的 形式 


f(z) = co + cz + cor? + es 
并 且 求 导 ， 就 得 到 
f (2) = c1 + 262s + 3e322 + 
由 于 根据 候 设 这 两 个 徘 级 数 必须 恒 等 ， 我 们 有 等 式 
mcn = cn_1， 


对 所 有 n > 1 的 值 都 成 立 。 如 果 我 们 注意 到 由 于 关系 式 f(0) = 1， 
系数 co 必 有 秆 1, 我 们 就 能 相继 计算 出 所 有 的 系数 ， 并 且 得 到 每 级 
数 
了 
1 2 3 
根据 比值 判别 法 , 我 们 容易 看 到 , 这 个 级 数 对 所 有 的 z 值 收敛 , 因此 
它 表 示 一 个 函数 ， 这 个 函数 实际 上 注 足 关系 式 了 '(2) = f(z), 了 (0) = 
1.( 这 里 我 们 有 意 回避 了 利用 我 们 前 面 已 经 学 过 的 有 关 指 数 函 数 的 
展开 式 . ) 

” 因为 只 有 酒 数 e* 具有 这 些 性 质 ， 我 们 立即 推 知 冰 数 f(2) 恒 等 
于 6 . 


b. 二 项 式 级 数 


现在 我 们 能 够 转 到 二 项 式 级 数 了 (第 509 页 第 5.5c 节 ), 这 次 利 
用 待定 系数 法 . 我 们 希望 把 函数 f(z) = (1 十 2)* 展开 成 一 个 军 级 


612 : 


f(z) = 1+ 


数 ， 为 此 写 下 
f(z) = (1+ 8) = co0+es+ ear? +..., 
系数 cv 是 待定 的 .现在 我 们 注意 到 ， 我 们 的 函数 明显 地 满足 关系 
式 
(1 + x)f (2) = af(2) = Dd acy”. 


x=0 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 对 f(z) 的 级 数 逐 项 微分 并 且 乘 以 (1 + 7), 我 
们 就 得 到 

(1 + 2)f (rz)= e+ (2c2 + ei)z + (3c3 +2czjz2 十 …， 
由 于 (1 十 2) 了 (xz) 的 这 两 个 客 级 数 必须 恒 等 ， 就 得 到 

aco = cl，acl = 2c3 + el，aca = 3c3+ 2c2， 
现在 ， 因 为 在 = = 0 时 我 们 的 级 数 必 须 有 值 1, 我 们 一 定 有 co = 1 


所 以 我 们 依次 得 到 表达 式 


(ae-ba _ (a-2)(a- la 
Cl 二 CT c3 二 3 .2 ， 了 


对 于 系数 一 般 的 关系 式 也 是 容易 建立 起 来 的 ， 我 们 有 
~ (+ De rt) {a la ( 人 ) 
vv —1)-.-.-.2.1 “Av 
将 这 些 值 代 符 系数 ， 我 们 有 级 数 >( ) 不 过 我 们 还 必须 本 


究 这 个 级 数 的 收敛 性 ， 六 且说 明 它 确实 代表 (1 + z)“. 
根据 比值 判别 法 我 们 发 现 ， 当 a 不 是 正 整 数 时 ， 这 个 级 数 当 
jz| < 1 时 收敛 ， 当 lz| > 1 时 发 散 . 因为 这 时 它 的 第 n+ 1 项 与 第 nn 


项 的 比值 为 < 一 < 一 z, 这 个 表达 式 的 绝对 值 当 ”无限 增 大 时 赵 
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于 lz| .2 因此 ， 如 果 |x| < 1, 我 们 的 级 数 就 代表 一 个 函数 f(z), 根 
据 形成 系数 的 方法 这 个 函数 满足 条 件 (1 十 2) 了 (2) = af(z). 此 外 还 
有 f(0) = 1. 这 两 个 条 件 合 在 一 起 保证 了 函数 f(x) 恒 等 于 (1 十 zj) 
因为 当 令 


— f(x) 
p(z) = ta 
我 们 就 发 现 
py 四 = to) -ol te) Fle) -0 


(十 工 )2e 


因此 $(z) 是 一 个 常数 ， 并 且 事实 上 ， 由 于 $(0) = 1, 它 总 是 等 于 1 
的 ， 于 是 我 们 证 明了 ， 对 于 jz| < 1 
[| ox vy 
(1 十 2) -二 y ) = ， 
这 就 是 二 项 式 级 数 . 
这 里 我 们 注意 下 面 儿 个 二 项 式 级 数 的 特殊 情形 ， 儿 何 级 数 


I 
一 (1 十 z)-1 一 1 一 站 十 22 一 23 十 34 一 十 ,…: 


上 十 了 
= > (D's; 
v=0 
级 数 
1 
(十 22 (1 十 2 一 1 一 2 十 3z2 一 473 十 一 … 


= (于 Ta， 


2 一 0 


1) 这 里 我 们 仅 叙述 而 不 证 明 导 这 个 级 数 收敛 的 确切 的 条 件 . 如 果 指 数 o 是 一 个 之 0 
的 整数 , 级 数 在 有 限 项 之 后 结束 , 因此 对 所 有 的 = 值 是 有 效 的 (成 为 通常 的 二 项 式 定理 )- 
对 于 a 的 所 有 其 他 的 利 ， 级 数 当 |w| < 1 时 绝对 收敛 ， 当 |z| > 1 时 发 散 . 当 z = 二 1 
时 ， 如 果 a > 0, 级 数 绝对 收 毓 ， 如 果 一 1 < a < 0, 级 数 条 件 收 敏 ; 如 果 ox < 一 1, 级 
数 发 散 ， 量 后 ， 在 = = 一 1 处 ， 如 果 a > 0, 级 数 绝对 收敛 ， 如 果 a < 0, 级 数 发 散 ， 
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它 也 可 以 从 微分 几何 级 数 得 到 ， 以 及 级 孝 
VE 可 =(L+a12=1+ 了 7- 二 


1.3 ， .3. 4 
to a6r 24687 + ; 


4 
1 

=(1+ 2):2=1 一 二 

(十 江 ) ( ) 2 
1.3.5 3 ,1.3 

2.4.6” 了 4 


这 些 级 数 的 头 两 项 或 沽 项 形成 有 用 的 近似 式 . 
c，azrcsin 2 的 级 数 

这 个 级 数 能 够 很 容易 地 得 到 , 方法 是 根据 二 项 式 级 数 来 展开 表 
达 式 1/ (1 一 此 ): 


G1 3 


> 妇 十 ER 十 ， 
当 岂 < 工时 这 个 级 数 收 和 俩 ， 因 此 当 上 < 4g < 工时 一 致 收 伍 . 在 0 
全 了 之 间 乏 项 税 分， 我 们 得 到 
1 了 1-3 zs 
23 2.45 
根据 比值 判别 法 我 们 知道 当 |z| < 1 时 级 数 收 化， 当 jz| > 1 时 级 数 
发 散 ， 

若是 从 泰勒 定理 来 推导 这 个 级 数 就 会 很 不 方便 ， 因 为 余 项 估计 
很 困难 . 


d, ar sinh xz = logfz + vy (1 十 22)] 的 级 数 
我 们 用 类 似 的 方法 求 得 这 个 展开 式 . 利用 二 项 式 定理 写 下 arsinhz 
的 导数 的 级 数 ， 


1 1 12 1 3 1.3.5 es， 
vii 2 2.4 2.4.6 ’ 
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arcsin 7% 二 人 2 十 一 十 ，…， 


然后 逐 项 积分 ， 这 样 我 们 就 得 到 展开 式 


， lL23 1.325 
arsinhy 一 了 一 本 本 十 证 一 十 


它 的 收 仿 区 间 是 -1<z <1. 
e. 级 数 乘法 的 例 


函数 
log(l + x) 
1+z 


的 展开 式 是 应 用 篆 级 数 乘法 规则 的 一 个 简单 例子 我 们 只 需 将 对 数 
级 数 


rz2 2 
logll+7)=#—- + 有 -+ 


敢 以 几何 级 数 


1 2 一 03 十 z4 一 十 
TI 二 7 公 十 下 Xz 十 工 十 


正如 读者 自己 可 以 证 实 的 那样 ， 对 于 |z| < 1, 我 们 得 到 值得 注意 的 
展开 式 


log(1+8) _ 1、， 1 1 ， 
its 一 (+ 二 + lt+s+s)” 


1 1 1Y, 
- (+ 去 + 二 + 到)= 十 一， 


f 逐 项 积分 的 例 (椭圆 积分 ) 
在 前 面 第 334 和 460 页 的 应 用 中 ， 我 们 已 经 过 见 过 榴 圆 积分 


kK- /ey) 
0 (1 — Ek? sin? 从 
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(一 个 摆 的 振动 周期 ). 为 了 计算 这 个 积分 ， 我 们 可 以 先 按 二 项 式 定 
理 展开 被 积 函数 ， 得 到 


n+ A sin46 
1 (1 — k? sin? @) 2 . 


1.3.5 可， 右 
+ maere Sim p+:…:, 


由 于 及 sin?$ 决 不 会 大 于 起 , 因此 这 个 级 数 对 于 所 有 的 4 值 一 臻 
收敛 ， 因 而 我 们 可 以 和 逐 项 积分 ， 


了 各 dg EE 1 
“hs ha 


1.3 笃 
toa sint $dp + .…. 
站 


/ 和 sin? pd 
个 


2 .4 


这 里 出 现 的 积分 早已 计算 过 了 (参看 第 314 页 等 式 {76)). 代入 它们 
的 值 ， 我 们 就 得 到 


r=f ~ 史 _ 
0 (1 — k2 sin? 从 
OG ral 
7.7 复数 项 圳 级 数 


a. 在 竺 级 数 中 引进 复数 项 三角 函 数 的 复数 表示 式 


有 一 些 在 表面 上 没有 什么 关系 的 函数 , 其 咎 级 数 之 间 的 相似 性 
引导 欧 拉 得 到 了 这 些 函 数 之 间 的 纯 形 式 的 联系 ， 其 办 法 是 给 变量 x 
以 复 值 ， 特 别 是 给 x 以 纯 虚 值 我们 先 叙述 欧 拉 形 式 的 但 引信 注 目 
的 且 富有 成 果 的 发 现 ， 而 不 受 严格 性 的 妨碍 ， 然 后 我 们 再 指出 一 个 
更 严格 的 验证 . 
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如 果 在 e 的 级 数 里 我 们 用 一 个 纯 虚 数 ip, 其 中 由 是 一 个 实 
数 ， 代 替 量 z, 就 得 到 这 种 类 型 的 第 一 个 关系 式 ， 如 果 我 们 回忆 起 
虚 单 位 i 的 基本 方程 , 即 ， 这 = 一 1 从 而 融 = 一 各 总 二 1 莉 == 纪 …， 
然后 将 级 数 的 实 项 和 虚 项 分 开 ， 我 们 就 得 到 


2 和 4 6 
FC 
° -人 (1 区 了 有 一 全 十 ) 


, 人 
ri(6- 重 + 每 -条 +-…)， 
或 者 换 一 种 方式 ， 

ei$ = cos gp + ising. (11) 


这 就 是 熟知 且 重要 的 “ 欧 拉 公式 ", 它 是 分 析 上 的 一 个 里 程 碑 ， 虽然 
到 月 前 为 止 它 还 纯粹 是 形式 的 妇 这 与 棣 莫 弗 定理 (第 116 页 ) 是 
一 致 的 ， 棣 莫 弗 定理 由 方程 式 


(cosp + ising)(cosy + tsin yw) 
= cos($ + w) + isin(g + YW) 


表示 . 根据 欧 拉 公式 ， 这 个 等 式 仅 说 明 关 系 式 


er .6Y = erty 


对 于 纯 哈 值 2 = i$, 9 = 纱 仍然 成 立 ， 

应 当 说 ， 只 需 定义 ei9 为 复数 cos 十 isin 内 这 个 欧 拉 公式 和 
加 法 定理 eety = el4+%) 就 可 以 严格 地 使 用 而 无 需 进一步 验证 . 
这 个 定义 和 指数 运算 的 通常 规则 是 一 致 的 , 特别 地 ，e 的 乘客 的 通 
常 法 则 正好 给 出 了 用 棣 莫 弗 公式 表示 的 三 角 学 的 加 法 定理 的 简明 
表达 式 ,， 而 棣 葛 弗 公式 本 身 却 完全 是 一 个 初等 性 质 的 公式 ， 因 此 当 
我 们 不 借助 更 一 般 的 复 变数 函数 论 而 利用 欧 拉 的 关系 式 对 ， 如 同 在 

下 一 节 中 那样 ， 我 们 是 建立 在 可 靠 的 基础 上 的 . 


1) 对 于 二 7 的 一 个 结果 是 公式 eri 二 一 1, 这 是 三 个 最 重要 的 常数 ,x 和 i 之 
间 的 一 个 明显 的 关系 式 
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更 一 般 地 ， 我 们 能 够 对 于 任意 的 复 指 数 z 十 亡 (其 中 和 4 是 
实 的 ) 用 公式 


etiy ~ ez .eiy ~ er(cosy + isiny) 


定义 指数 函数 ， 
如 果 我 们 在 cosz 的 宪 级 数 里 用 纯 虐 数 iz 代替 变量 zx, 我 们 立 
即 得 到 coshz 的 级 数 ， 这 个 关系 能 够 用 等 式 


coshz = cos 这 (12) 
来 表示 . 用 同样 的 方法 我 们 得 到 
sinhz 一 了 iz, (13) 


由 于 欧 拉 公式 也 给 出 e -六 = cos 一 isinW, 我 们 得 到 三 角 薄 
数 的 指数 表达 式 ， 


于 osz= te (14) 

这 些 恰好 类 似 于 双 曲 冰 数 的 指数 表达 式 ， 而 且 事 实 上 ， 它 们 通过 关 
系 式 cosh x = cosizx, sinhz = 于 sinz 就 变换 成 双 曲 函数 . 

当然 ， 对 于 函数 tanz, tanh z, cot x, coth x 也 能 得 到 相应 的 形 
式 关 系 ， 它 们 是 由 等 式 tanhz = 二 taniz, cothz = icot iz 联系 起 
来 的 . 

最 后 ,对 于 反 三 角 函 数 种 反 双 曲 函 数 也 能 得 到 类 似 的 关系 . 例 
如 ， 从 


sin x 一 


这 - ei e2i7—1 
Ye 
我 们 立即 求 得 
2im __ 工 十 2y 
€ 一 rr 
1—iy 
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如 果 我 们 在 这 个 等 式 的 两 边 同 时 取 对 数 ， 然 后 用 > 代替 y 和 用 
arctanz 代替 > ,我们 就 得 到 等 式 

工 十 币 
lig 


(15) 


这 个 等 式 表示 了 反正 切 各 对 数 之 间 的 一 个 值得 注意 的 关系 . 如 果 在 
关于 三 3 log 1 二 的 熟知 的 短 级 数 里 (第 495 页 ), 用 iz 代 赫 z, 我 
们 实际 上 就 得 到 了 关于 arctang 的 种 级 数 ， 


1 (: (iz)3 (iz)s ) 
arc tanz = 一 | 上 1 这 十 一 一 一 十 一 一 十 …- 
' 3 5 


23 5 


?ts 


这 些 关 系 到 目前 为 止 仍 不 过 是 属于 纯粹 形式 性 质 的 , 因而 自然 
地 需要 对 于 企图 表达 的 意义 有 一 个 更 严格 的 叙述 . 然而 ， 我 们 在 上 
面 已 经 看 到 ,利用 适当 的 定义 ， 这 些 关 系 就 获得 了 一 个 满意 的 严格 
的 意义 ， 


“b. 复 变 函 数 一 般 理论 一 向 


虽然 在 上 一 节 指 出 的 纯 形 式 的 观点 本 身 是 无 可 非议 的 ， 但 是 
人 们 仍 期 望 在 前 面 的 公式 里 认识 一 些 比 仅仅 是 形式 联系 更 多 的 东 
西 . 这 个 目标 引 来 了 复 画 数 的 - 般 理 论 ， 我 们 ( 为 了 简洁 起 见 ) 称 
之 为 所 谓 一 个 复 变 量 的 解析 函数 的 一 般 理论 , 我 们 可 以 用 具有 复 
变量 和 复 系数 的 每 级 数理 论 的 一 般 讨 论 作为 我 们 的 出 发 点 . 一 旦 我 
们 在 复数 范围 里 定义 了 极限 的 概念 , 这 样 一 个 短 级 数 的 理论 的 构造 
是 并 不 困难 的 ， 事实 上 ， 它 几乎 严格 地 平行 于 实 的 短 级 数 的 理论 . 
然而 ， 因 为 在 下 文中 我 们 将 不 使 用 这 些 内 容 的 任何 部 分 ， 所 以 在 这 
里 我 们 只 局 限于 令 述 某 些 事实 而 省 略 证 明 . 人们 发 现 7.5a 节 的 定 
理 的 下 述 推 广 对 于 复 的 宕 级 数 是 成 立 的 : 

各 果 个 和 雪 数 对 任 -- 复 数 但 = 收 策 , 那么 对 于 全- 个 
请 | < 加 的 = 全 这 个 级 束 对 收 全 ， 如果 对 于 -个 信 = 


arc tanzw = 1 lo 
一 友和 
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级 数 发 散 ， 那么 对 于 每 一 个 满足 Iz| > 上 | 的 z 值 这 个 级 数 发 散 . 
一 个 晨 级 数 不 处 处 收 伍 ， 但 是 在 除 r=0 以 外 的 某 一 点 处 收 全 则 
各 一个 收 人 加, 印 ,存在 -个 区 。> 0 信和 线 数 在 | < 2 时 
对 收入 向 在 il > > 时 发散 

一 旦 建立 起 了 用 和 寡 级 数 表 示 的 复 变 量 的 男 数 概念 , 并 且 发 展 了 
对 于 这 样 的 函数 的 运算 法 则 ， 我 们 就 能 够 认为 ， 复 的 变量 > 的 隔 
数 e”,sin x, cos zw,arctanzr 等 等 就 是 用 当 zx 取 实 值 时 表示 这 些 范 数 
的 客 级 数 来 简单 地 定义 的 . 

我 们 将 举 两 个 例 来 指出 ， 复 变量 的 这 一 引进 是 怎样 说 明 初等 函 
数 的 性 质 的 . 对 于 村 十 2, 它 的 几何 级 数 当 z 离开 区 间 -1<z<1 
时 是 不 收敛 的 ， 从 而 arc tang 的 级 数 辣 样 也 是 如 此 ， 虽然 这 些 消 数 
在 收敛 区 间 的 端点 的 性 质 没 有 什么 特殊 . 事实 上 ， 它 们 和 它们 的 各 
阶 导数 对 于 所 有 实 的 = z 值 都 是 连续 的 . 另 一 方面 ， 我 们 能 够 容易 地 
理解 ， 对 于 了 一 Jz 和 1log(1 一 z)， 它们 的 级 数 当 z+ 通过 值 1 的 时 候 
是 不 收 敏 的， “于 为 在 那里 它们 成 了 无 穷 

但 是 如 果 我 们 也 考虑 x 的 复数 值 ， 则 对 于 反正 切 的 级 数 和 级 


数 》(-1"z2” 当 |z| > 1 时 的 发 散 性 立刻 就 成 为 明显 的 了 ， 因 为 
v=0 

我 们 发 现 ， 当 z =i 时， 这 些 函 数 成 为 无 穷 ， 所 以 不 能 够 用 一 个 收 

全 级 数 来 表示 .因此 根据 我 们 的 关于 收 伍 圆 的 定理 ， 这 些 级 数 对 于 

所 有 使 得 jz| > = 1 的 z 值 一 定 发 散 ， 特别 是 ， 对 于 z 的 实数 什 

级 数 ， 在 区 间 -1 < x < 1 之 外 发 散 . 

另 一 个 例 是 已 研究 过 的 函数 f(x) =e-1/*(z 0),f(0) = 0( 参 
看 第 515 页 ), 这 个 隔 数 尽管 它 是 完全 光滑 的 , 但 不 能 展开 成 达 勒 级 
数 . 事实 上 ， 如 果 我 们 把 纯 虚 值 x = 长 考虑 进来 ， 这 个 函数 就 不 连 
续 了 . 这 时 这 着 数 上 共有 形式 ee , 并 且 当 《 -0 时 无 限 增 大 ， 因 此 
显然 ， 在 原点 的 邻 域 里 ， 无 论 我 们 选择 怎样 小 的 一 个 邻 域 ， 对 所 有 
的 复 的 = 值 ， 没 有 -个 z 的 寡 级 数 能 够 代表 这 个 函数 . 
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在 函数 理论 上 和 复 变 最 的 知 级 数 方 面 的 这 些 评注 , 在 这 里 已 足 
以 满足 我 们 的 需要 了 . 


附 录 


“A.1 级 数 的 乘法 和 除法 


a. 绝对 收 钱 级 数 的 冬 法 
设 oo oo 
4=》 a, B= bh 


v=0 v=0 


是 两 个 绝对 收敛 的 级 数 . 与 这 些 级 数 一 起 我 们 考虑 对 应 的 绝对 值 的 


收敛 级 数 , _ 
A= 2 lo 和 B= bl. 
v=0 v=0 

我 们 进一步 设 

由 一 1 7—1 外 一 二 开 一 上 

An = Ya, Bn = Yb,, An = |av), B, = |b,l, 

v=0 v= 人 0 v=0 v0 

以 及 


cn = Gobn + obn1 + + anbo. 
我 们 断言 ， 级 数 》 ec, 是 绝对 收敛 的 ， 并 且 它 的 和 等 于 4 
为 了 证 明 这 点 ， 我 们 写 下 级 数 
aoto + aibo 十 at 有 + aobi + 2b0 + gob1 + azbs + a1bs 十 copa 十 …， 
二 anbo 十 Qn 本 二 十 gnbn 十 -十 aibn 十 Qobn 十 …， 
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这 个 级 数 的 第 m2 个 部 分 和 是 4nB, 我 们 断言 ， 这 个 级 数 绝对 收 
敏 ， 因 为 对 应 的 绝对 值 的 级 数 的 部 分 和 单调 递增 ， 它 的 第 m2 个 部 
分 和 等 于 4. 豆 ,, 它 小 于 48( 并 且 它 趋向 48B). 因此 绝对 值 的 级 数 
收敛 , 因而 上 面 写 下 的 级 数 绝 对 收敛 . 级 数 的 和 显然 是 4B, 因为 它 
的 第 怠 个 部 分 和 是 44。Bn, 当 n 一 oo 时 ，AnBn 趋 于 4B. 我 们 现 
在 交换 项 的 次 序 ， 这 对 于 绝对 收敛 的 级 数 是 多 许 的 . 我 们 还 把 接连 
的 一 些 项 括 在 -… 起 . 在 一 个 收敛 级 数 里 , 我 们 可 以 在 任意 多 的 地 方 将 
接连 的 一 些 项 括 在 一 起 而 不 影响 级 数 的 收敛 性 或 改变 级 数 的 和 , 因 
为 如 果 我 们 括 在 一 起 的 所 有 项 ， 璧 如 是 (on+l + an-2 十 … 十 gm)， 
那么 当 我 们 形成 部 分 和 时 我 们 将 省 去 原来 沙 在 s* 和 sm 之 各 的 那 
些 部 分 和 ， 这 并 不 影响 收敛 性 或 改变 极限 的 值 ， 此 外 ， 如 果 级 数 在 
加 进 括号 之 前 是 绝对 收 竹 的 ， 那 么 加 括号 后 它 仍然 绝对 收敛 . 因为 
级 数 


2 (aobo) + (aobi 十 a1b0) + (aobs + 01b1 + a2b0) 十 
是 由 上 向 写 下 的 级 数 按 这 种 方式 形成 的 ， 因 此 所 需要 的 证 明 完 成 
了 . 
“b. 融 级 数 的 乘法 和 除法 


我 们 的 定理 主要 应 用 在 寡 级 数 的 理论 上 ,下面 的 论断 是 它 的 一 
个 直接 推论 在 两 个 罕 级 数 


> 和 ybz 


v= 
的 公共 收 敏 区 间 里 , 这 两 个 军 级 数 的 乘积 可 以 由 第 三 个 短 级 数 》 cva 
v=D 
表示 ， 此 禹 级 数 的 系数 由 
Cv 三 aob, 十 alp, 1 十 … -十 Qppo 


给 出 . 
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* 至 于 竹 级 数 的 除法 ， 我 们 也 同样 能 够 用 一 个 短 级 数 》 “guzr 
v=0 
来 表示 上 面 的 两 个 寡 级 数 的 商 ， 不 过 要 分 母 的 常数 项 bo 不 为 零 
(在 bo 为 零 的 情况 下 ， 这 样 的 一 种 表示 法 一 般 说 来 是 不 可 能 的 . 
为 在 = = 0 时 ， 由 于 分 母 为 零 ， 级 数 不 可 能 收敛， 而 另 一 方面 ， 每 
一 个 宕 级 数 却 必须 在 = = 0 时 收敛 . ) 靠 级 数 


eco 

4 
> qo 
v=0 


的 系数 能 够 根据 》 "quz" . 》 bz = 》 avz* 来 计算 ， 因 此 下 面 
2 一 0 


v=0 了 一 小 


的 方程 必须 成 立 : 


a0 = qobo, 
al = Gob1 + qibo 
az = gobz + qbi + gzbo, 


Qu = qoby + qb + + qvbo. 


从 这 些 方程 的 第 一 个 ， 容 易 求 得 gw 的 值 ， 从 第 二 个 方程 我 们 求 得 
q 的 值 ， 从 第 三 个 方程 (利用 g 和 qr 的 值 ) 我 们 求 得 qo 的 值 ， 
等 等 . 为 了 给 出 由 第 三 个 寡 级 数 表示 的 两 个 宪 级 数 商 的 表达 式 的 严 


格 证 明 ， 我 们 必须 研究 形式 地 计算 出 来 的 军 级 数 》 gx” 的 收 敏 


v=D 
性 . 但 是 ， 我 们 将 不 再 进一步 使 用 这 个 结果 ， 因 而 我 们 就 满足 于 陈 
述 商 的 级 数 在 原点 的 某 个 区 间 内 确实 收敛 ， 证 明 就 不 讲 了 . 


“和 ,2 无 穷 级 数 与 反常 积分 


无 穷 级 数 以 及 和 它们 相 联系 而 发 展 出 来 的 概念 在 反常 积分 理 
论 上 有 简单 的 应 用 和 类 比 (参看 第 三 章 第 3.15 节 ). 我 们 局 限 在 具 
有 无 穷 积分 区 间 的 收 和 倒 积 分 的 情形 ， 璧 如 说 形 如 / f(z)dz 的 积 
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分 如果 我 们 用 一 个 单调 趋 于 +co 的 数列 ro = 0,z1,… 去 分 割 积 
分 区 间 ， 我 们 就 能 够 将 这 反常 积分 写成 这 样 ， 


f yjaz=am 十 22 十-…， 
0 
这 里 我 们 的 无 穷 级 数 的 每 一 项 都 是 一 个 积分 ; 
m= fae, oa= / VCjdc 
等 等 无 论 我 们 选择 怎样 的 点 rw, 这 都 是 对 的 ， 因 此 我 们 能 够 用 许 
多 种 方法 将 收敛 的 反常 积分 的 概念 与 一 个 无 穷 级 数 的 概念 联系 起 


来 . 
特别 方便 的 是 选择 点 wz 使 得 积分 在 每 一 个 子 区 间 里 都 不 改变 


符号 ， 于 是 级 数 》, |ev| 就 对 应 于 我 们 的 函数 的 绝对 值 的 积分 


/ He 


这 样 我 们 就 自然 地 引出 下 面 的 概念 ， 如 果 积 分 /17(zjldz 收 全 
, 则 友 党 积分 (cjde 过 称 为 二 绝对 收复 风 ， 否 刚 ， 如 果 我 人 
的 积分 存在 ， 我 们 就 说 这 反常 积分 蚌 条 件 收 化 的 . 

星 已 研究 过 的 一 些 积分 (第 343 页 到 第 347 页 ), 例如 


TD 1 Le co 
一 一 一 一 0， / e® dz， 了 (rz =/ ett*™1ldt, 
人 1+ 2 0 (x) 0 


是 绝对 收敛 的 
另 一 方面 ， 在 第 347 页 中 研究 过 的 重要 的 “ 犹 利克 雷 ” 积 分 


% Sinm ， 4 sing 
7=/ Sa pm f 2 
是 一 个 条 件 收敛 积分 的 典型 例子 . 收敛 性 的 最 简单 的 证 明 是 化 成 一 
个 绝对 收 伍 的 积分 : 我 们 写成 sinz = (1 一 cos a)' = 2 (sin? 也 ,并 
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且 利 用 分 部 积分 法 ， 将 了 变 成 绝对 收敛 的 形式 


( 注意， 当 < > 0 时 ， 新 的 被 积 函数 连续 地 通过 极 眼 值 本 , 并且 当 
z 一 oo 时 按 2-? 阶 消失 为 零 ， ) 

* 收 敏 性 的 另 一 个 证 明 是 用 点 rv = vr(v = 0,1,2,…,14) 分 
割 从 0 到 4 的 区 间 ， 其 中 pa 是 满足 uar < 4 的 最 大 的 整数 ， 于 
是 积分 被 分 成 形 如 


.= 上 Sy (v= 1,2,.-.) 
(v—1)7 


I 


的 项 和 形 如 
f ras (OO<A-HaT< nT) 
的 一 个 余 项 Ra. 
明显 地 ， 量 av 交替 地 取 正 负 ， 因 为 sinz 在 相继 的 区 间 里 交替 
地 取 正 和 负 . 而 且 ， jev+a| < lev|. 因为 运用 变换 x = 一 m 就 有 


ede ff Ea 
{vp—1)}™ T 


PT é 一 

(vtl)r : (十 区 : 
因此 ， 根 据 菜 布 尼 兹 判别 法 ， 我 们 知道 2av 收复 而且， 余 项 Ra 
有 绝对 值 

4 8iny ta+Dr |sing| 
[Ra| = /, dz < 人 一 
(za 十 1 
< ff - |sinzldz = 2 ; 
HAT MAT AT 
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而 当 4 增 大 时 这 是 趋 于 0 的 . 因此 ， 如 果 我 科 在 等 式 


A siny 
1 z dz 三 Ga 十 az2 十 03 十 … 十 oo + Ra 
9 


中 证 4 趋 于 co, 右边 就 趋 于 Zav. 并 以 它 作 为 极限 ， 因 而 我 们 的 积 
分 是 收 生 的， 但 这 收敛 性 不 是 绝对 的 ， 因 为 


因此 Fla,l 发 散 ， 
* A.3 无 穷 乘积 


在 这 一 章 的 引言 中 (第 571 页 ), 我 们 谈 到 过 无 穷 级 数 虽 然 是 一 
种 特别 重要 的 方法 ， 只 是 用 无 穷 过 程 表 示 数 或 冰 数 的 一 种 方法 . 


作为 这 种 过 程 的 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 无 穷 乘 积 .不 册 给 出 证 明 . 
在 第 314 页 我 们 遇见 过 瓦 里 斯 乘积 


在 这 个 式 子 里 ， 数 了 表示 成 了 一 个 “无 穷 乘积 ". 一 般 地 讲 ， 所 请 
无 穷 乘积 


[oe =a oz os as… 
v=1 


的 值 ， 只 要 它 的 极限 存在 ， 我 们 指 的 就 是 “部 分 乘积 ”的 序列 
C1 01 282,， 41 02 gy01 02 2023 004) 


的 极限 . 
当然 ， 因 子 41, 92,43,… 也 可 以 是 一 个 变量 x 的 函数 .一 个 特 
别 有 趣 的 例 是 关于 函数 sinz 的 “无 穷 滋 积 `， 


en (2 人 
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这 个 式 子 我 们 将 在 第 674 页 8.5 节 得 证. 
在 数论 中 关于 zeta 函数 的 无 穷 乘积 起 着 非常 重要 的 作用 .为 
了 沿用 在 数论 中 常用 的 记号 ,这 里 我 们 用 s 表示 自 变 量 ， 并 且 按 照 
黎 曙 意义 对 于 s > 1 我 们 用 表达 式 
Cs) = 入 二 
有 一】 
来 定义 zeta 函数 .我们 知道 (第 587 页 7.2c 节 ), 如 果 s > 1, 右 按 
的 级 数 收 和 仿 ， 如 果 卫 是 任 一 个 大 于 1 的 数 ， 我 们 得 到 等 式 
i 
1 1 p? p25 pss 
ps 
这 是 把 左边 展开 成 一 个 公 比 为 p 的 几何 级 数 . 如 果 我 们 设想 这 个 
级 数 对 所 有 的 素数 pi,p2z,p3,… 按 它 们 从 小 到 大 的 顺序 写 下 来 ， 并 
且 所 有 这 样 形成 的 等 式 乘 在 一 起 ， 我 们 就 在 堪 边 得 到 一 个 乘积 ， 形 
如 


我 们 不 来 验证 这 个 过 程 ， 而 将 等 式 右边 的 级 数 乘 在 一 起 ， 我 们 就 得 
到 一 个 和 ， 它 的 各 项 为 


ki1a kaa —kas 


一 一 jz k 一 
pl Pa Ps “人 二 (pp ps 1 , 


其 中 有 ,ho,ks,… 是 任意 的 非 负 整数 我们 也 还 记得 ， 根 据 一 个 基 
本 定理 , 每 一 个 整数 n > 工 能 且 只 能 用 一 种 方式 表示 成 不 同 的 素数 
的 守 的 乘积 = pp 各 .…. 这 样 我 们 就 发 现 等 式 右边 的 乘积 就 是 函 
数 C(s), 从 而 我 们 得 到 值得 注意 的 欧 拉 的 “乘积 形式 " 

(一 1l-pr” 1-p2” 1l-p3” | 
这 个 “有 滋 积 形式 ", 它 的 推导 我 们 在 这 里 只 简略 地 作 了 概述 ， 因 为 素 
数 的 个 数 是 无 穷 的 ， 所 以 它 的 确 是 zeta 函数 表示 成 无 穷 乘积 的 一 
种 表示 法 . 
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(17) 


在 无 穷 乘 积 的 -- 般 理论 里 经 常 排除 乘积 alaz … an 取 极 限 零 
这 种 情形 .因此 没有 一 个 因子 an 是 零 的 情形 是 特别 重要 的 .为 了 
乘积 能 够 收 往 ， 当 并 增 大 时 因子 an。 必须 趋 于 1. 因为 如 果 需 要 ， 
我 们 可 以 省 去 有 穷 个 因子 (这 与 收 徊 性 的 问题 无 关 ), 所 以 我 们 订 以 
假定 a > 0. 下 面 几乎 是 显然 的 定理 适用 于 这 种 情形 ， 

当 av > 0 时 ， 乘 积 I ar 收 伍 的 一 个 必要 充分 条 件 是 级 数 


log os 应 当 收敛， 因为 作为 对 数 的 连续 性 的 一 个 推论 ， 当 且 仅 


v=1 
当 部 分 乘积 alaa … qan 具有 一 个 正 的 极限 时 ， 这 个 级 数 的 部 分 和 
》 logav = log(alaz :… an) 才 趋 向 一 个 确定 的 极限 . 


v=1 
当 ow = 1 十 ov 时 ， 在 收 伍 性 的 研究 中 下 面 的 充分 条 件 经 常 适 
用 ， 如 果 级 数 


oo 
2 lee| 


一 1 


收 总 并 且 没 有 一 个 因子 (1 + ov) 为 零 ， 则 冬 积 
[II[Ga+ ao) 
v=1 


收 伍 . 在 证 明 中 , 我 们 可 以 假设 每 一 个 lov| < 广 , 因为 如 果 必 妆 可 赂 
去 有 限 个 因子 , 于 是 我 们 有 1-|ov| > 亏 . 根 据 中 值 定理 log(1+ 门 = 
jog(1 十 如 一 log1 = 二 h/(1 十 8h), 其 中 0<60<1, 于 是 


|ov| 
”1 工 一 ou| 


Cy 
工 十 bo， 


lega+ool=| 


< 2|a,l, 


从 而 由 3 |ow| 的 收敛 性 得 出 级 数 et + av) 的 收 化 性 . 
v=1 =1 
从 我 们 的 判别 准则 可 以 推 知 ， 上 面 关于 sin rz 的 无 穷 乘 积 人 


乘机 的 因子 是 至 于 黎 曙 《 函数 ， 对 于 2 二 2 和 s>1， 我 们 容易 


求 得 
ll -1+ -1 0-<_ 1 -2 
1 一 P a p"—1 gp 

现在 如 果 我 们 让 p 取 一 切 素数 什 ， 级 数 了 一 定 收 化 因为 它 


的 项 只 形成 了 收 全 级 数 > 二 的 一 部 分 . 于 是 在 方程 (17) 中 的 乘 


积 对 于 s>1 的 收 全 性 得 证 根据 当 s = 1 的 64(s) 的 级 数 ( 即 调 和 
级 数 ) 发 散 这 一 事实 ， 我 们 能 够 引出 一 个 值得 注意 的 结论 ， 素 数 的 
倒数 的 级 数 ， 即 级 孝 


子 + 二 + 了 + 二 二 总 + 二 + 古 
3 5 了 1 13 17 


发 散 .、 (顺便 说 说 ， 这 表明 了 素数 的 个 数 是 无 穷 的 . ) 的 确 ， 假 如 素 
数 的 倒数 的 级 数 是 收敛 的 ， 那 么 以 


为 项 的 级 数 也 应 收 敏 ， 因 为 ps > 2 和 
0O<ar < apy. 


于 是 ， 根 据 我 们 的 判别 法 ， 无 穷 乘 积 


1 中 1 1 
Iarm=THi- 开 (+ 去 + 高 + 


k=1 Pr k=1 


也 应 收敛 ， 于 是 明显 地 调和 级 数 同样 也 应 站 伍 ， 而 这 是 不 可 能 的 - 
“A.4 含有 伯 努 利 数 的 级 数 


到 目前 为 止 对 于 某 些 初 等 汪 数 ， 例 如 tanz, 我 们 还 没有 给 出 
短 级 数 的 展开 式 . 原因 是 它 的 数字 系数 不 以 任何 简单 的 形式 出 现 . 
我 们 能 够 用 所 谓 的 伯 努 利 数 来 表示 这 些 系 数 和 其 他 一 些 函数 的 级 
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数 里 的 孝 些 系数 . 这 些 数 是 稀奇 的 有 理 数 ， 它 们 的 形成 规律 有 点 隐 
项 ,它们 在 分 析 的 许多 部 分 中 出 现 . 要 达到 用 伯 努 利 数 表示 级 数 的 
系数 这 个 目的 ， 最 简单 的 方法 是 将 函数 


展开 成 一 个 形 如 


的 竹 级 数 ， 如 果 我 们 将 这 个 等 式 写 成 
r= (eC— D 六 mr 
一 人 


并 且 将 时 一 1 的 帘 级 数 代入 等 式 右 边 ,我 们 就 得 到 关于 BB 的 递 推 
关系 


ntlY\ pe fntlY py nil\ipe jfntlyp_ 
(Fm) a) 


对 于 郊 >0 成 立 , 而 Bi = 1. 从 这 些 关系 式 中 B* 能 够 容易 地 相继 
计算 出 来 ， 这 些 有 理 数 称 为 伯 努 利 数 (Bernoulli nambers)0， 它们 
之 所 以 是 有 理 数 ， 是 因为 在 它们 的 形成 中 只 涉及 到 有 理 运 算 ， 容 易 
看 到 ， 所 有 的 奇数 项 除了 v = 1 以 外 都 等 于 零 ， 其 最 前 面 儿 个 是 


。 1 1 1 
B=l, 有 =- B= SB =- 
+» 1 * 1 » .5 
Be= 7; Bg = 30’ Bio = G6 


1) 在 稍 有 不 种 的 记 法 时 (第 704 页 ), 基本 公式 写成 


1 1 十 Si 1)*+1 B, 2» 
= 一 I 的 
eE2Z 一 上 2 
v=1 


(20) 


至 于 这 些 数 在 我 们 的 问题 里 是 如 何 出 现在 竹 级 数 中 的 , 我 们 只 
能 简略 讲 ， 首 先 ， 利 用 变换 


本 
B22 


了 + 2 e+l 
ita* +t" EI” Tei 
ze 去 2 十 e 一 去 = 
一 了 esr ete’ 


我 们 得 到 


(这 个 公式 证 明了 当 ” > 0 时 已 3+1 一 由 因为 字 coth 地 是 z 的 一 
个 偶 函 数 . ) 


如 果 我 们 用 2z 代替 zx, 我 们 就 有 级 数 


scothz = 5 Ts za, 


v=0D 
可 以 证 明 ， 这 对 于 lz| < r 成 立 ， 从 这 个 等 式 里 ， 用 - 记 代替 zx, 我 
们 得 到 (参看 第 620 页 ) 


多 Cot 8 一 (一 1)” 所 二 322，|z| < 
v=0 


现在 ， 根 据 等 式 2cot 2z = cot x 一 tanz, 我 们 得 到 级 数 
tanzw = 2 1 一 和 (2 2 ) 百 2 一 
它 对 于 lz| < 二 成 立 . 


关于 更 进一步 的 知识 , 我 们 建议 读者 参考 第 八 章 和 更 详细 的 著 
作 .， 


1) 例如 参看 KK.Knopp 落 《无 穷 级 数 的 理论 和 应 用 》, 第 183 页 ，Blackie & Son 
1928 年 出 版 人 K.Knopp 车 《无穷 序 列 和 无 穷 级 数 》 


， 1956 年 Dover 发 行 公司 . 
: 632 - 


1 1 1 
2 OT TItast ~ 
参看 1.6 节 的 问题 12(a)] 并 且 利用 此 结果 证 明 》) -去 收 合 
v=1 
2. 利用 第 一 是 的 结果 得 出 


的 上 界 和 下 界 . 
3. 证 明 > yt 
4 什么 样 的 a 值 使 级 数 1- 二 -二 二 一 训 十 一 … 收 化? 


5. 证 明 如 果 》, av 收 合并 且 sn = qi 十 a2 十 … 十 on, 则 序列 
TY 
N 


也 收 合 ， 并 且 以 Yay 作为 它 的 极限 . 
v=1 


27 十 工 加 


7. 级 数 》 (一 1 


6 级 数 > ( 二 2 了- 2 ) 是 否 收 伍 ? 


-二 是 否 收敛 ? 


8. 证 明 如 果 》、o2 收 敏 ， 则 3 2 也 收 全 


v=1 p 二 1 
9.(a) 如 果 an 是 正 项 单调 递增 序列 ， 什 么 时 候 级 数 
1 1 1 


十 
Ql G0 R1203 


十 … 收 伍 ? 
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(b) 举 出 一 个 单调 递 降 的 序列 具有 ,lim an = 1, 使 得 这 个 序列 
所 对 应 的 上 述 级 数 发 散 
(0) 证 明 如 果 序 列 是 递减 的 ， 那 么 甚至 当 ,lim an = 1 时 也 可 
能 在 (a) 中 得 到 收敛 的 和 |， 
10. 如 果 具 有 递 碱 的 正 项 的 级 数 》 a, 政 伍 , 则 lim_nan = 0 
v=1 


CR 
11 证 明 级 数 > sin 一 发 散 . 


上 一 1 


12. 证 明 如 果 》 a, 收 伍 并 且 u,62,53,… 是 一 个 有 界 的 单调 
数列 , 则 》 ,avi 收敛 . 再 证 明 如 果 s 二 > ,avi 并 且 > ,av < M， 
则 |sj < 1 六 ， 


13. 如 果 级 数 
》 leit 一 oa 
t=1 


妆 僵 ， 就 说 序列 {an} 有 有 界 变 差 . 

(a) 证 明 如 果 序 列 {an} 有 有 界 变 差 ， 则 序列 {an】 收敛 . 

[b) 求 一 个 发 散 的 无 穷 级 数 》 ,ai, 它 的 元 素 ai 构成 一 个 有 有 
界 变 差 的 序列 . 

(e) 证 明 以 下 由 戴 德 金 提出 的 阿 贝尔 收 伍 判 别 法 的 推广 (参看 
第 577 页 ) ， 

如 果 》 oi 在 有 限 的 上 下 界 之 间 摆 动 ， 并 且 {pi} 是 一 个 有 有 
界 变 差 且 趋 于 零 的 序列 ， 则 级 数 了 》 aipi 是 收敛 的 . 

(d) 证 明 以 下 的 无 穷 级 数 对 任何 一 个 固定 的 实数 z 的 收敛 性 : 


名 二 sin ne (1)", 


logn 
cosns | 
> log 六 一 
14. 讨论 以 下 级 数 的 倒 散 性 


四 于 上 由， TC oD, 
Shy cosz0 a) sn 


v 


人 ;> Ce v0 ， CD inne Cbsnw sin ve 


15. 求 以 下 关于 log2 的 级 数 


1_ 上 + 工 _- 寺 + 二 工 
2 3 4 5 6 


的 重 排 的 和 ， 
1 i 1 i 1 1 1 
Og ta g +s 1 2 
[bj) 1 二 二 十 二 一 二 一 二 一 二 十 十 十 一 一 一 … 


7.2 节 ， 第 583 页 
、 > 1 
1. 证 明 2 68Ds 当 “ > 时 收敛， 而 当 oa < 1 时 发 散 . 


2. 证 明 》 - 当 a > 1 时 收敛 ， 而 当 a < 1 


Vlog vlog log v)° 
时 发 获 . 


3. 如 果 是 任意 一 个 大 于 1 的 整数 ， 证 明 


Ld 


ee 
> 一 ] 
空 侍 -uen 


v=1 


其 中 Ay 定义 如 下 : 


1 如 果 n 不 是 y 的 因子 ， 
“| -=- 0D 如 果 n 是 v 的 因子 . 


2 


log(y 十 1) 一 logz 
学 (logvy 


， 1.2.3,:z 
5. 证 明 2 ToTTaT)tQTv) 当 "> 1 时 收 人 而 当 


收敛. 


,6. 通过 与 级 数 》、 二 比较， 证 明 以 下 判别 法 : 
如 果 对 于 某 一 个 不 依赖 于 的 固定 数 。> 0 和 每 一 个 充分 大 
的 mw -2 en > 1 + e 则 级 数 了 a, 绝对 收敛 ， 如 果 对 于 每 一 
个 充分 大 的 和 某 一 个 不 依赖 六 的 数 = > 0, Hen < 1 
则 级 数 》 av 不 绝对 收敛 . 
1 


7. 证 明 级 数 1 一 收 合 . 
8. 对 于 什么 样 的 a 值 下面 的 级 数 收敛? 


9， 通 过 与 级 数 半 比较 ， 证 明 以 下 判别 法 ， 级 数 


》 "jav| 收 敏 还 是 发 散 取 决 于 对 每 一 个 充分 大 的 m 


logl1 /nlanl) 
log log 
是 大 于 1+e 还 是 小 于 1 一 <. 
10. 从 第 6 题 的 判别 法 导出 根 式 判别 法 . 
11. 证 明 下 面 的 比较 判别 法 ， 如 果 正 项 级 数 》 bb 收 伍 ， 并 且 
从 某 一 项 以 后 


乌 


Qn+1 
dn 
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则 级 数 》 ow 绝对 收敛 ， 如 果 》 b, 发 散 ， 并 且 从 某 一 项 以 后 


bnt1 
ba,’ 


Qnt1 
Qn 


则 级 数 》 ov 不 绝对 收 化 
"12 通过 与 》 比较， 证 明 “ 拉 阿 由 (Raabe)” 判别 法 


级 数 》 |a,l 收 敏 或 发 散 取 决 于 对 每 一 个 充分 大 的 4 和 某 一 个 
不 依赖 于 n 的 e>0, 
lanl 加 
( leant 1!) 


是 大 于 1+& 还 是 小 于 1 一 上 . 
13. 通过 与 了 一 一 = 比较 , 证 明 以 下 判别 法 : 级 数 > ,| 
收敛 或 发 散 取 决 于 对 每 一 个 充分 大 的 


1 
nlogn( lean -1- 二 ) 
an Rn 


是 大 于 1+e 还 是 小 于 1-e. 
14. 证 明 高 斯 (Gauss) 判别 法 ; 
如 果 


全 mm ho, 
pr 
其 中 | 了 | 是 有 界 的 ， 并 且 < > 0 不 依赖 于 n, 则 3》 lay| 当 p>1 
时 收敛 ， 而 当 p < 1 时 发 散 . 
15. 判别 下 面 的 “ 超 几何 ”级 数 的 伍 散 性 ， 
2 $$ oala+1) ，ala 二 Ta 十 2 
名 万 + 5+IJ + BTB 人 一 
3 ala+1):8(8+1) 
tb) 1+ + 1.2.7Y(7Y+1) 
1 olC+ (et B+ D+ 
‘1.2.3.7(Y + 1D)(Y+2) 
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7.4 节 ， 第 592 页 
1 序列 fn(T),n 三 1,2,.， ” 在 区 间 0 < Cg < 1 上 用 等 式 
folz) =1, fnl7) = Vrfn 1(s) 


定义 . 
ta) 证 明 在 区 间 0 < x < 1 上 序列 收敛 到 一 个 连续 的 极 
限 . 
*(b) 证 明 这 收 介 性 是 一 致 的 . 
*2. 设 fo(zx) 在 区 间 0 < zx < a 上 连续 ， 函 数 序列 所 (x) 用 


fol) = fot, n= 2 


定义 .证明 这 序列 在 区 间 0 < z < a 上 一 致 收敛 到 0. 
*3. 设 所 (Zz),n = 1,2,--- 是 在 区 间 a < x < 5b 上 具有 连续 导数 
的 函数 序列 . 证明， 如 果 天 (2) 在 区 间 的 每 一 点 处 收 伍 ， 同 时 不 等 
式 | 有 (Zz)| < 对 (其 中 M 是 一 个 常数 ) 为 一 切 n 和 zz 值 所 满足 ， 则 
收 伍 是 一 致 的 . 
4 人) 证 明 级 数 > 点 对 任 一 固定 的 数 e > 0, 对 了 之 1 十 < 


一 致 收 贫 . 

tb) 证 明 求 导 得 出 的 级 数 - 5 人 对 固定 的 正 数 s, 对 = > 
1 十 8 一 致 收敛 . 

5， 证 明 级 数 》 一 ,a > 0, 对 任意 小 的 正 值 *, 对 。< 
Tz 芝 27 一 8 一致 政 襄 . 

6. 级 数 


z—1 l/r li 1/r 1N\s 
(人 + 去 (2 十 
当 e, NN 为 出 定 的 正 数 时 ， 对 <<z < AN 一 致 收 伍 ， 
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7. 求 下 列 级 数 收敛 的 范围 : 


全 和 an 四 于 区 于， 
CN TD 
OTE HF 


“8. 证 明 如 果 狄 利克 雷 级 数 了》 2 对 z = zo 收敛 ， 则 它 对 任 
意 的 z > zo 疏 敏 ;如果 它 对 和 = zo , 发散 ， 则 它 对 任意 的 x < xzo 
发 散 、 因 此 存在 ~ 个 “ 收 化 的 横 坐 标 ” 使 得 对 任 -个 大 于 它 的 x 值 
级 数 收 策 ， 市 对 任 一 个 小 于 它 的 z 值 级 数 发 散 | 
9. 如果》 ) 交 对 > = zo 收敛 , 则 求 导 得 出 的 级 数 - 》、 字 
对 任意 的 > > zo 收敛 . 


7.5 节 ， 第 605 页 


1. 如 果 知 级 数 》) anz” 的 收 全 区 间 是 |z| < p, 同时 》 baz” 
的 收 全 区 间 是 |z| < mw, 这 里 p < p', 那么 》 (an + 如)z” 的 收 敏 区 
间 是 什么 ? 

2. 如 果 av > 0 并且 了》 ow 收 诈 ， 则 


dur = 如 
si 2 


3. 如 果 av > 0 并且 》 ,ov 发 散 ， 则 


lim 》 tu” = 00. 
Z+1—0 


*4. 证 明 阿 贝 尔 定理 : 
如 果 》 ,ooX* 收 敏 ， 则 》 ox” 对 0<z<X 一致 收 伊 . 
*5. 如 果 了》 ,avX" 收 敏 ， 则 ,lm ,>， opz = Y avXr. 
*6. 根据 符 级 数 的 习 法 证 明 

{a) erey 一 ez+y， (b) sin2z = 2sinz coss. 
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7. 利用 二 项 式 级 数 ， 计 算 V2 到 四 位 小 数 . 
8. 设 ar 为 任 一 个 实数 序列 ， 5 是 an 的 所 有 的 极限 点 的 集 


合 ， 我 们 用 p = imo, 表示 5 的 最 小 上 界 p. 证 明 徊 级 数 》, cnr™ 
n=0 
当 |z| < p 时 收 人 证 ， 当 |z| > p 时 发 散 ， 其 中 
1 
?kn WoT 
附录 ， 第 623 页 


1. 证 明 关于 Vt1 一 2) 的 寡 级 数 当 = = 1 时 仍然 收 化. 

2. 证 明 对 于 每 一 个 正 数 s, 在 区 间 0 < z < 1 上 存在 一 个 表示 
VI 一 2) 的 2 的 多 项 式 ， 它 与 Y(1 一 42) 的 误差 小 于 =. 

3. 在 问题 2 里 设 x = 1 一 鼠 , 证 明 对 每 一 个 正 数 =, 存在 一 个 t 
的 多 项 式 ， 它 在 区 间 -1 < t < 1 上 表示 | 它 与 | 的 误差 小 于 =. 

4. (a) 证 明 如 果 f(x) 在 a < z <b 上 连续 , 则 对 每 一 个 = > 0, 存 
在 一 个 多 边 形 函 数 2(zj( 即 , 一 个 连续 函数 , 它 的 图 形 由 有 限 个 相交 
成 角 的 直线 段 组 成 ) 使 得 对 区 间 里 的 每 一 个 z 有 |f(x) 一 plz)| < e. 

人 pb) 证 明 每 一 个 多 边 形 函 数 p(x) 能 够 用 一 个 和 函数 p(z2) = 
a 二 br+ Daile 一 wil 表示 ， 其 中 z; 是 角 点 的 横 坐 标 . 

5. 魏 尔 斯 特 拉 斯 允 近 定理 . 在 上 面 论述 的 基础 上 证 明 ， 如 果 
f(z) 在 4 <z<b 上 连续 ， 则 对 每 一 个 正 数 。 存在 一 个 多 项 式 P(z) 
使 得 对 区 间 a < zx < 8 上 所 有 的 x 值 有 1f(z) 一 P(z)| < <. 

提示 : 用 形 如 (z 一 zr) + |zx 一 zr| 的 线性 组 合 去 和 逼近 f(z). 

6. 证 骨 以 下 的 无 穷 飞 积 收敛 : 


(0)) 
I ot, 


2 


ol 人 一 气 】 (Jz| < 1). 
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7 用 课文 中 的 方法 证 明 T[ (1+ 二 翅 ) 发 艇 


二 1 


8. 对 |z| < 1 证 明 恒 等 式 


Co ， 1 
la 十 3) = 1 
*9. 在 十 进 制 所 表示 的 自然 数 中 ， 考 岩 所 有 数字 中 间 没 有 9 的 
数 . 证 明 这 些 数 的 倒数 和 收敛 . 
10. {a) 证 明 ， 对 于 > 1， 


1 1 1 呈 os 
1 一 天 村 和 一 大 2 003)， 


其 中 《(s) 是 在 第 629 页 中 所 定义 的 Zeta 函数 

(b) 用 这 个 恒等式 去 证 明 lip (es -- 6(e] = 1 

11. 关于 收敛 的 积分 判别 法 设 f(z) 是 正 的 并 且 当 = > 1 时 
是 递减 的 

{a) 证 明 无 穷 积分 


rc)az 和 无 究 级 数 D0 ) 同时 收 伍 或 网 时 发 艇 
(b 证 明 不 沦 在 坚 种 情况 下 ， 极 限 


中 (/ Oe- 守 19) 


都 存在 . 
(c) 应 用 这 个 判别 法 证 明 级 数 
1 
2 nlog” n 


当 a > 1 时 收敛 ， 当 a < 1 时 发 散 . 


第 八 章 ”三 角 级 数 


用 往 级 数 表示 的 函数 ， 或 者 如 拉 格 朗 日 所 称呼 的 “解析 函数 "， 


在 分 析 中 的 确 起 着 一 种 中 心 的 作用 . 但 是 ， 由 于 这 类 解析 函数 在 许 
多 实例 中 太 受 限制 ， 因 此 ， 下 述 事实 对 整个 数学 以 及 对 大 量 应 用 来 
说 ， 是 一 个 颇 为 重大 的 事件 .这 就 是 ， 傅 里 叶 在 他 的 《 热 的 解析 理 
论 》 一 书 中 ， 注 意 到 并 且 用 许多 例 阐 明了 ， 具 有 常 系数 ou,b 的 
形 奶 nm 

f(x) = 他 十 Do cos vz + b, sin vz) (1) 


的 收敛 的 三 角 级 数 能 够 表示 一 类 广泛 的 “任意 ”函数 f(z). 这 类 
函数 基本 上 包括 了 每 一 个 特别 重要 的 函数 ,不管 是 用 机 械 作 图 的 方 
法 从 几何 土 定 义 的 ， 还 是 用 其 他 方法 定义 的 ， 甚 至 具有 跳 妈 间断 的 
函数 ， 或 者 在 不 同 区 间 上 服从 不 同 的 形成 规律 的 函数 ， 都 能 用 (1) 
式 表 示 出 来 

在 傅 里 叶 的 引信 注 目的 发 现 之 后 不 久 ，“ 傅 里 叶 级 数 ” 就 被 认 
为 不 仅 是 物理 学 和 力学 的 最 强 有 力 的 工具 , 而 且 同 样子 怡 是 许多 源 
亮 的 纯 数 学 结果 的 一 个 丰富 的 源泉 , 在 1820 到 1830 年 间 ， 柯 西 ， 
特别 是 犹 利克 雷 对 于 和 情 里 叶 的 有 点 启发 的 和 不 完善 的 论证 提供 了 
一 个 坚实 的 基础 ， 使 得 这 个 课题 如 你 它 的 重要 性 一 样 易于 接受 . 

不 管 由 三 角 级 数 所 表示 的 函数 的 “任意 性 ”如 何 ， 因 为 级 数 的 
每 一 项 都 有 2r 这 个 周期 ， 所 以 它们 本 来 就 受 着 2r 这 一 周期 性 条 
”1) 见 英 译本 : Joseph Fourier 著 “The Analytical Theory of Heat”, Dover 
1955 年 再 版 发 行 . 
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件 的 限制 ， 但是， 我们 不 久 就 会 看 到 ， 这 个 限制 是 非 本 质 的 ， 只 要 
我 们 仅 在 一 个 有 限 的 区 间 内 考虑 函数 , 我 们 就 能 容易 地 把 它 开拓 为 
周期 函数 . 

本 章 对 傅 里 叶 级 数 的 理论 提供 一 个 初步 介绍 , 而 不 作 更 进一步 
的 仔细 研究 . 

在 对 周期 函数 作 了 某 些 初 步 的 讨论 之 后 ， 我 们 将 证 明 主 要 定 
理 ， 以 便 对 于 一 类 广泛 的 函数 建立 其 三 角 级 数 展开 的 合理 性 . 

在 以 后 的 几 节 中 , 我 们 将 讨论 一 点 儿 较 高 深 的 附加 的 课题 ， 例 
如 傅 里 叶 级 数 的 一 致 和 绝对 收 傅 性 以 及 任意 连续 蝗 数 的 多 项 式 近 
似 ， 在 附录 中 ， 我 们 将 讨论 伯 努 利 的 多 项 式 理论 及 其 应 用 . 


8.1 周期 函数 


a- 一 般 说 明 ， 函数 的 周期 开拓 


由 于 函数 sinnz 和 cos nz 是 以 2r 为 公共 周期 的 x 的 周期 函 
数 ， 所 以 形 如 (1) 的 任何 有 限 和 或 收敛 的 无 限 和 也 是 以 2r 为 周期 
的 周期 尖 数 . 我 们 现在 作 一 些 关 于 周期 函数 的 一 般 性 的 观察 ， 以 扩 
充 第 四 章 第 376 页 的 内 容 . 
周期 为 了 的 函数 f(z) 的 周期 性， 由 对 所 有 z 的 值 ? 都 成 立 
的 等 式 
fis+T)= f(7) (2a) 


并 且 对 所 有 整数 m 都 有 


f(z+mT) = f(z). (2b) 


1) 在 表示 周期 函数 叶 ， 把 自 变量 > 看 作 旺 一 个 圆 局 上 的 点 以 代替 在 一 条 直线 上 的 
点 ， 这 常 当 是 方便 的 ， 对 于 一 个 周期 为 2 的 函数 f(z), 我 们 考 卡 一 个 单位 赔 的 加 心 角 
z, 它 介 于 一 个 任意 超 始 半径 与 回 周 上 的 一 个 动 点 的 半径 之 间 . 于 是 f(z) 的 周期 性 就 意 
记 攻 四 辐 上 的 每 “个 点 刚好 对 应 着 画 数 的 一 个 信 尽管 角度 z 本 身 还 可 有 2r 的 整数 倍 
别 ， 
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在 特殊 情况 下 ， f(z) 也 可 以 偶而 有 一 个 较 短 的 周期 .例如 ， 
函数 sin(4xz/T) 不 仅 有 周期 T, 而 且 同 样 有 较 小 的 周期 了 /2. 

如 同 我 们 已 在 第 四 章 第 380 页 看 到 过 的 ， 定 义 在 一 个 闭 区 间 
a < 2 <b 内 的 西数 f(z), 能 够 开拓 成 对 x 的 所 有 值 具有 周期 
T=b 一 6% 的 周期 函数 ， 它 在 原来 的 区 间 a < x < 5 以 外 的 依次 相 
邻 的 长 度 为 全 的 区 间 内 是 按 下 列 周期 性 关系 


fiz+nT)= f(x), n= +1,+2,.. (2c) 


定义 的 . . 

在 长 度 为 工 的 区 间 的 端点 * = a 二 nT =5 十 (n 一 1)T 上 ， 由 开 
拓 所 得 的 函数 既 不 是 唯一 确定 的 , 也 未 必 连 续 . 我 们 必须 允许 f(z) 
在 点 2 = 二 具有 跳跃 间断 性 ， 范 数 f(z) 不 论 在 & 的 哪 一 边 都 是 连 
续 的 ， 但 在 点 去 本身 却 未 必 是 确定 的 或 连续 的 . 

因此 ， 下 述 符 号 和 f(é) 的 定义 遍及 本 章 ， 我 们 用 


f(€ +0) = lim f(é + 2), (3a) 
1(€ —0) = lim f(€ — 62), (3b) 


来 表示 f(x) 在 > = 处 的 右 极限 和 左 极限 ， 在 f 的 间断 点 < 上 ， 
不 管 f() 原来 取 怎 样 的 值 ， 都 定义 它 取 平均 值 


(0) = UE +0) + fC — 0)], (9) 


这 样 作 是 方便 的 . 

助 这 个 约定 ， 就 可 将 我 们 原 米 的 函数 从 闭 区 间 a。< = < 5 上 
周期 地 开拓 到 z 的 全 部 值 ， 即 使 在 f(a) 六 f(b) 的 情况 中 也 可 以 . 
我 们 需要 注意 的 只 是 在 兄 联 间断 的 点 上 f(z) 的 值 ， 特 别 是 ， 如 果 
这 种 跳跃 间断 是 由 原来 定义 的 f(a) 和 f(b) 的 值 不 相同 而 引起 的 
为 了 定义 周期 的 开拓 ， 我 们 必须 采用 平均 值 二 [fa) + 7 的] 来 代替 
f(a) 和 f(b) 的 值 . 
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b. 一 个 周期 上 的 积分 


周期 隐 数 f(x) 的 图 形 ， 在 相当 于 一 个 周期 的 任何 两 个 相 邻 的 
区 间 内 显然 具有 相同 的 形状 . 这 隐 合 着 下 述 重 要 的 事实 : 对 于 周期 
为 工 的 周期 函数 f(z) 和 任意 a 都 有 


ys a (8) 
/ / 


或 者 说 ， 在 长 度 为 了 的 一 个 周期 的 区 则 上 ， 周 期 函 孝 的 积分 总 是 
具有 相同 的 值 ， 而 不 管区 间 位 于 何 处 . 


图 8.1 一 个 整 周期 上 的 积分 的 图 解 


要 证 明 这 个 事实 ， 我们 只 需 注意 ， 根 据 等 式 f(€ - 了 T) = f(6)， 
替换 z 一 € 一 工 对 于 任何 w, 都 给 出 


8B B+T B+T 
f 10=f fa = / fe. 
特别 是 ， 当 a= -za 和 8=0 了 时 ， 有 


三 ro = {ra 


pp 
因此 


矿 f(z)dz = 三 Flzjdz + 1 ed 


一 /人 a+ {~ fle)dr 
=/ Ha 


正如 所 述 ， 联 想起 积分 的 几何 意义 ， 就 由 图 8.1 可 看 出 结论 显然 成 
这 . 


<. 谐振 


我 们 将 从 最 简单 的 周期 函数 出 发 去 构造 出 最 一 般 的 本 数 ; 这 些 
最 简单 的 周期 阔 数 是 gsinawzr 和 acoswz, 或 更 一 般 地 是 asinwfz 一 
名 和 acoswtzx 一 ,其 中 al 0),w(> 由 和 “都 是 常数 .这 些 函 
表 代 表 “下 芭 因 ”或 信人 到 "(下 此 小 此 示 的 用 站 为 
T = 辽 . 数 w 称 为 振动 的 加 频率 或 角 频 率 3; 因为 元 = 艺 
是 单位 时 间 内 振动 的 次 数 或 频率 ，w 就 是 2r 时 间 内 振动 的 次 数 . 
数 a 称 为 振动 的 振幅 ; 它 代表 函数 asinw(z 一 日 或 acos(x 一生 
的 最 大 值 ， 因 为 正弦 和 余弦 两 首都 有 最 大 值 1. 数 w(z 一 称 为 位 
相 ， 同时 数 we 称 为 相位 移 或 相 移 . 
沿 z 轴 以 1:w 的 比例 同时 沿 y 轴 以 < :1 的 比例 伸缩 变换 正 
攻 曲 线 ， 再 沿 着 z 轴 的 正方 向 将 曲线 平移 一 个 距离 5( 参 见 图 8.2)， 
我 们 就 得 到 函数 esinw(z -上 缚 的 图 形 . 
根据 三 角 函 数 的 加 法 公式 , 我 们 也 能 分 别 用 a cos ws 二 Bsin wz 
以 及 Bcoswz 一 asinwz 表示 谐振 ， 其 中 a = -asinwt 和 有 = 
1) 单独 看 这 些 表 达 式 的 任何 一 个 (对 所 有 的 a 和 与 ， 部 表示 所有 正弦 据 动 的 集合 
这 两 个 表达 式 是 等 价 的 ， 因 为 gsinwtkz 一 身 二 acosw|z 一 人 十 元 . 
2) 注意 我 们 对 频率 和 图 频率 之 间 的 区 别 . 
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ym3sin2 z- 苔 ) 


图 8.2 ”正弦 扰动 


acos wkE,， 反 过 来 ， 每 个 形 如 acoswz + Bsinwz 的 函数 表示 一 个 由 
方程 a = -asinwt 8 = acoswét 给 出 的 , 具有 振幅 a = wa2 二 呈 和 
相位 移 é 的 正弦 振动 asinw(z 一}. 利用 表达 式 a cos wrt+ Bsinws, 
我 们 立刻 能 够 将 两 个 或 两 个 以 上 具有 相同 加 频率 w 的 这 种 函数 的 
和 各， 写成 具有 圆 频率 w 的 另外 的 一 个 振动 . 

正如 早 就 看 到 的 , 周期 消 数 是 在 我 们 希望 用 参数 表示 了 闭 曲线 的 
时 候 出 现 的 . 自然， 它们 能 够 用 来 表示 由 图 运动 产生 的 现象 ， 辟 如 
说 ， 用 来 表示 一 个 种 飞轮 一 样 的 周期 地 重复 的 过 程 ， 此 外 ， 它 们 也 
与 所 有 振动 现象 相 联 系 . 


8.2 谐振 的 又 加 


a. 谐 波 ， 三 角 多 项 式 


虽然 许多 振动 是 纯正 纺 的 (参看 第 453 页 ), 但 是 大 部 分 周期 运 
动 具有 较 复杂 的 特征 。 它 们 是 由 若干 正弦 振动 “ 释 加 ”而 成 的 . 在 
数学 上 ， 直 线 上 的 点 的 运动 ， 它 的 坐标 * 为 时 间 上 的 函数 ， 可 由 
上 述 类 型 的 车 干 纯 周期 隙 数 的 和 函数 所 给 定 .这 时 ， 商 数 的 谐 波 分 
量 就 被 区 加 起 来 了 (也 就 是 它们 的 织 坐 标 被 加 起 来 了 ). 在 这 一 颇 加 
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中 ， 我 们 假定 释 加 振动 的 圆 频 率 (当然 周期 也 是 ) 均 不 相 则 ， 因 为 
如 上 所 述 , 具有 相同 圆 频率 的 两 个 正弦 振动 的 合 加 所 产生 的 是 具有 
相同 的 圆 频 率 的 另 一 个 正弦 振动 . 

对 于 具有 不 同 图 频率 wi 和 ws 的 两 个 正弦 振动 的 登 如 ， 存 在 
两 个 基本 上 不 同 的 可 能 性 ， 这 取决 于 wi/wz 是 否 有 理 数 ， 或者， 如 
我 们 说 过 的 ， 取 诀 于 这 两 个 频率 是 可 公 度 的 ， 还 是 不 可 公 度 的 . 

作为 第 一 种 情况 的 例 , 我 们 假定 第 二 个 圆 频 率 是 第 一 个 圆 频率 
的 两 倍 ， wa = 2w1. 于 是 ， 第 二 个 振动 的 周期 为 第 一 个 振动 的 周期 
的 一 半 ， 即 27/2w1 = Ts = 五 /2, 因此 ， 它 不 仅 具 有 周期 T2, 而 且 
也 具有 两 倍 于 22 的 周期 五, 因为， 函数 本 身 经 周期 荆 之 后 又 周 而 
复 始 . 由 此 可 知 ， 由 又 加 所 形成 的 函数 必须 同样 具有 居 期 五 . 圆 频 
率 为 第 一 个 振动 的 两 倍 , 周期 为 其 一 半 的 第 二 个 振动 称 为 第 一 个 振 
动 ( 基 波 ) 的 一 次 谐 波 (first harmonic). 

如 果 我 们 引入 具有 圆 频率 ws = 3wi 的 荔 一 振动 ， 相 应 的 氢 述 
也 是 正确 的 .于 是 函数 sm 3uwaz 本 身 经 2r/wil = 荆 之 后 ， 必 又 周 
而 复 始 . 这 一 振动 称 为 给 定 振动 的 二 次 谐 波 . 类 似 地 ， 我 们 能 够 考 
虑 具有 圆 频率 wa = 4oiiws = 5w01,… ,wn = ml 的 三 次 ， 四 次 ， 
…,(n 一 1) 次 谐 波 ， 并 可 具有 我 们 所 希望 的 任何 相位 移 每 一 个 这 
种 谐 波 本 身 都 必然 按 周 期 wr = Ti 周而复始 ， 因 而 ， 由 一 批 振 动 
全 加 得 到 的 每 个 孙 数 都 是 具有 周期 2r/w = Ti 的 周期 函数 ， 这 些 
振动 的 每 一 个 是 给 定 基 频 wi 的 一 个 谐 波 ， 把 具有 从 基 波 到 (n 一 1) 
次 谐 波 的 圆 频率 的 振动 都 登 加 起 来 ， 我 们 就 得 到 一 个 形式 为 三 角 


多 项 式 的 周期 函数 
grnfz) = 字 十 Do, Cos Vw + by, sin vwz) (6) 


(常数 名 不 影响 周期 性 ， 加 上 它 是 为 了 以 后 的 方便 ) 由 于 这 个 函 
数 包 含 2n + 工 个 任意 常数 4,b, 所 以 我 们 能 作成 各 种 曲线 ， 与 原 
来 的 正弦 曲线 大 不 一 样 ， 图 8.3 到 8.5 是 图 示 说 明 . 
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“ 谐 波 ” 这 个 术语 是 指 声学 ? 说 的 ， 在 声学 里 一 个 频率 为 w 的 

基 频 振动 相当 于 某 个 一 定 高 低 的 纯音 ,第 一 ， 第 二 ， 第 三 等 等 谐 波 
对 应 于 一 系列 基 音 的 谐音 ， 也 就 是 八 度 音 加 上 第 五 音程 ， 二 倍 八 度 
音 等 等 . 

在 一 般 情况 下 , 对 于 其 圆 频 率 具 有 有 理 比 的 那些 振动 的 秋 加 而 
， 贺 频率 均 可 表示 成 公共 基 频 的 整数 倍 . 

然而 对 于 具有 不 可 公 度 的 图 频率 ww 和 wo 的 两 个 振动 的 登 加 ， 
呈现 出 不 同 的 现象 . 这 里 正弦 振动 的 全 加 不 再 是 周期 的 了 .我们 不 
进行 详细 的 讨论 ， 仅 指出 这 种 函数 具有 一 种 “近似 周期 ”的 特征 ， 
或 者 如 我 们 所 说 的 ， 它 们 是 殖 周 期 的 (almost periodic). 


下 


“b. 拍 


对 正弦 操 动 迭 加 的 最 后 一 个 注 记 棕 涉 到 所 谓 拍 (beat) 的 现象 ，. 


”如 果 我 们 把 两 个 振幅 各 为 1, 圆 频率 分 别 为 wa 和 ws 的 振动 沈 加 起 
来 ， 并 且 为 了 简单 起 见 ， 假 定 两 者 取 相 同 的 上 值 ( 见 第 648 页 ， 推 
广 到 任意 相位 的 工作 留 给 读者 ), 那么 我 们 就 要 考虑 隆 数 


= ginws + sinwar (wi > wz > 0). 
根据 一 个 众所周知 的 三 角 公 式 我 们 有 


2 一 2 cos [$a 一 wa sin 上 十 oa . 


这 个 方程 表示 一 个 现象 ， 我 们 把 它 描 述 如 下 : 
我 们 有 一 个 圆 频率 为 (wi + wz) 和 周期 为 4r/ (wa +w2) 的 振 
动 ， 这 个 振动 不 具有 一 个 常 幅 ， 厕 具有 由 表达 式 


2 cos | 二 一 co)a| 
给 出 的 一 个 变 “ 辆 ", 这 个 变 幅 以 一 个 较 长 的 周期 47/(w1 ~ w2) 变 


化 ， 当 两 个 圆 频率 wi 和 wz 相当 大 而 其 差 (wi 一 wo) 又 比较 小 时 ， 
1) 在 声学 里 也 采用 泛音 这 一 术语 . 


这 个 措 述 特别 有 用 . 这 时 ,振幅 2cos | (wx ~ ja| 作 周 其 性 组 


变化 ， 其 周期 为 -一 < 一 ， 比 振动 的 周期 一 要 发， 这些 枯 


Co 一 ua” Wl 二 wy 


ne 
3 了 = sn Sx + st Bx 
2 tosr in 于 
Nn 


图 8.6 拍 


幅 的 有 节奏 的 变化 称 为 拍 . 每 个 人 都 是 熟悉 声学 和 电子 学 中 的 这 
种 现象 的 ， 通 常 ， 在 无 线 电 传播 中 ， 贺 频率 wl 和 ws 远 远 超过 耳 打 
所 能 听 到 的 范围 ， 然 而 其 差 wi 一 wz 却 在 耳朵 可 听 到 的 音调 范围 之 
内 ， 因此， 这 个 拍 引起 一 个 可 昕 到 的 音 ， 而 原来 的 振动 依然 存在 于 
耳 森 的 觉察 之 外 . 

在 图 8.6 中 所 描述 的 ， 就 是 拍 的 一 个 例 . 


8.3 复数 表示 法 


a. 一 般 说 明 
三 角 函 数 的 运算 通常 根据 欧 拉 的 关系 式 
cos0 + isind = ei? 
或 
cosg = Se + e509), (7a) 
sing = 六 (oe 一 e 名)， (7b) 


利用 复数 来 简化 (对照 第 七 章 第 618 页 ). 因此 ， 我 们 能 够 通过 复数 
量 er,e ?可 aewte ae 9 来 表示 正弦 振动 ， 其 中 ow 
和 wé 分 别 是 振幅 ， 圆 频率 和 相位 移 ， 当 然 最 终 实 际 的 振动 不 蕉 从 
复数 表达 式 中 经 分 离 实 部 和 虚 部 而 得 到 . 
复数 表示 法 的 方便 之 一 在 于 , 关于 时 间 z 求 导数 时 可 以 把 i 视 

为 实 常 数 ， 而 对 指数 函数 求 导 . 由 正弦 函数 和 余 茨 函数 的 求 导 公式 
得 出 
alcoswts —£) +isinw(z — é)) 

= gw[— sinw(z — €) + icoswly —é)] 

~ iawlcos w(x — £) + isinw(r — é)], 
这 可 以 简明 地 写成 形式 

ad 


有 = igweiv(® 6). (8) 


一 个 复 值 函 数 Y(z), 警 如 说 Y(z) = p(2) 十 ia(z), 其 积分 自然 地 由 下 


式 定 义 
f re 一 f par ti f ac)a 
因此 ,对 nz#06 有 


f ea = f eosnedz ti fsin nzde 


1 ., t 1 . 
= sinne— — cosne = —e"’. 
nn n tn 


特别 地 ， 对 任意 整数 ”我们 有 


/ 让 一 0， 当 n 天 0, 
7 2r， 当 n 一 0， 


更 一 般 地 ， 如 果 我 们 记 住 emeerem” = eil"-m)=, 就 可 见 对 于 任何 整 
数 7 7 我 们 有 


1 一 区 第 — 0, 当 n A ™, 
f: e “1 2 nm. (9) 
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这 些 关系 式 只 不 过 是 三 角 函 数 之 癌 的 正 交 关系 的 简明 表达 式 { 见 第 
307 页 ). 


*b. 交流 电 上 的 应 用 


我 们 用 一 个 重要 的 便 来 说 明 这 些 思 想 ,在 例 中 用 t 代替 = 来 表 
示 自 变量 、 时 间 . 
我 们 考虑 一 个 具有 电阻 和 电感 工 的 电路 , 在 其 上 加 一 个 电动 
势 (电压 )E. 在 直流 电 中 ， 电 压 是 常数 ， 电 汶 了 由 欧姆 定律 E = RI 
给 出 .然而 对 于 交流 电 而 言 ， 刀 是 时 间 t 的 函数 ， 从 而 了 也 是 时 
和 间 上 的 函数 ， 并 且 欧姆 定律 取 推广 了 的 形式 ( 见 第 719 页 ) 
dl 


我 们 考虑 一 个 外 电动 势 E, 它 是 以 w 为 圆 频 率 的 正 蕊 波 , 由 c coswt 
或 csinwt 给 出 ， 我 们 把 二 者 形式 地 组 合成 复 的 形式 


EB= eet = coswt icsinwt, 
其 中 。 表示 振幅 ， 对 振幅 也 允许 用 复 的 值 
E = |ele-e， 
这 常常 是 有 用 的 .于 是 
B= |elei" = lel{cos(wt — 7) + isin(wt — )}- 


我 们 可 以 把 i 看 作 好 像 是 一 个 实 参 数 一 样 , 而 对 这 个 “ 复 电 压 *E 和 
相应 的 复 电 流 了 进行 运算 .于 是 复 的 量 五 和 了 之 间 的 复 的 关系 的 
意义 在 于 ， 相 应 于 电动 势 scoswt 的 电流 是 了 的 实 部 ， 而 相应 于 电 
动 势 esinwt 的 电流 是 工 的 虚 部 ， 复 电流 由 形 如 


T= ae” = Qlcoswt + isin wt) 


的 表达 式 给 出 ， 它 也 是 共有 圆 频 率 w 的 正 驴 波 . 于 是 了 的 导数 形 
式 由 


。 
— 一 iawe™t 
ut 


= ow(— sinwt+icoswt) = iwl 
给 出 ， 将 这 些 量 代入 欧姆 定律 的 推广 了 的 形式 (10) 并 且 除 以 因 
子 exe 我 们 得 到 方程 


s—abiw= Ra 


或 
所 
“一 RIE’ 
以 及 
EBE=(R+iwI= WI. 
如 果 我 们 称 量 


W=R+iwb 


为 电路 的 复 电阻 , 我 们 就 可 以 把 上 面 的 方程 看 作 在 复数 形式 下 交 
流 电 的 欧姆 定律 .于 是 欧姆 定律 如 像 直流 电 一 样 ， 电 流 等 于 电压 


被 电阻 除 ， 
令 也 = |WI, 把 复 电 阻 镀 写成 


W = we = weos6 + tw singd, 


式 中 
[W|I= w= (BR? + LL?w?),tansé = 各， 
我 们 得 到 


T= it) BE 
Ww 


按照 这 个 公式 ， 电 流 和 电压 具有 相同 的 周期 (及 圆 频率 ), 对 于 实 的 
a, 电流 的 振幅 a 同 电动 势 的 振幅 < 按照 


位 一 一 一 
tw 


互相 联系 着 ， 此 外 ， 电 流 与 电压 之 间 存 在 一 个 相位 差 ， 电流 与 电压 
不 在 同一 个 时 间 达 到 最 大 值 ， 而 是 落后 了 一 段 时 间 6/w. 当然 ， 对 
于 最 小 值 也 同样 如 此 .在 电工 学 中 , 量 也 = v 记 十 2w? 常常 称 图 
频率 为 w 时 电路 的 阻抗 或 交流 电 咀 . 相位 移 通 常用 度 表 示 ， 有 时 
为 六 后 

如 果 振 幅 = 是 形 如 


z=|sle-” 


的 复数 ， 除 7 是 一 个 附加 的 相 移 之 外 ， 这 时 欧姆 定律 的 形式 没有 本 
质 上 的 变化 ， 我 们 有 


E= leleit-), 


加 |e| eaiete 一 并 5+9] 


WW WI 


c, 三 角 多 项 式 的 复数 表示 法 
形 如 


sn) = Fao 十 > (av CO8 VE + b, Bin vx) (11) 


v=1 
(为 简便 起 见 ， 我 们 取 w = 1) 的 复合 振动 用 代 换 
cos vr 一 于 (ee +e-™”), sin vr 一 ie _ eivz), 


可 化 为 复数 形式 ， 这 时 表达 式 取得 较 简 单 的 形式 


sn(2) = > Qer?, (12) 


p= 
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式 中 复数 av 按照 等 式 
1 , 
ay = 可 (av — tb,), 


1 
全 一 > 一 到 (or + iby), 对 于 > = 1,2,.…,n, (13a) 


1 
co 一 20 


与 实数 so,av 和 b, 相 联 系 ， 对 于 av 和 所 解 这 些 关系 式 ， 我 们 求 
得 


Hy = Cu + QA-y, 
{ b, = i(oy 一 av) (13b) 


(包括 v=0 的 情 帝 ). 
反 过 来 ， 我 们 可 把 形 如 


用 ， 
7 ， Ove” 


r=-—n 


的 征 何 表达 式 看 作 一 个 表示 振动 到 加 的 函数 , 这 些 振 动 都 写成 了 复 
的 形式 . 当 且 仅 当 Gy 十 Cr 是 实 的 且 Cy — Cp 是 纯 虚 的 时 ， 也 就 
是 当 av 和 a-w 是 共 辆 复数 时 ， 这 一 人 如 的 结果 才 是 实 的 . 


d. 一 个 三 角 公 式 
作为 复数 表示 法 的 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 下 面 这 个 恒等式 : 
on(9) = 了 十 cos C 十 cos 2 十 … :十 cos ne 
1 
sin|i%T+ 二 ja 
= 1) 2) (14) 


1 
2 siIn —o 


这 在 本 章 后 续 部 分 是 需要 的 . 这 个 公式 只 有 在 sin a 关 0 时 , 即 当 
a 0,2m,+4r，,… 时 才 有 意义 . 但 是 , 这 个 公式 一 旦 对 sin 了 a 关 0 


建立 起 来 之 后 ， 我 们 就 可 斯 言 ， 表 达 式 in (n + 3) a/2sin 了 
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对 一 场 a 都 是 a 的 连续 函数 ， 只 要 我 们 将 公式 在 例外 点 的 位 定义 
为 on(Q) 在 这 些 点 的 值 ， 即 定义 为 ni 十 可 ， 就 可 以 了 . 

为 了 证 明 这 一 公式 , 我 们 用 余弦 的 指数 表达 式 来 代替 余弦 函数 
[ 见 公式 (13a), 当 fv 一 1, by 一 ol: 


右边 是 一 个 公 比 为 9 = ete = cosa 十 isin@e 的 几何 级 数 . 因此 仅 
当 cosa = 1,sina = 0 时 ， 也 就 是 说 ， 如 果 a 取 例 外 的 值 之 一 : 
0, 土 27, 土 47,… 时 ，9 才能 取 值 1. 对 于 所 有 其 他 的 值 a, 由 普通 求 
和 公式 得 到 

1 _ine 1— gar+t1 
2 1—g 
1 

2 


eine _ etnt+l)ic 


1— eic 
用 ee/ 乘 分 子 和 分 舟 ， 我 们 得 到 上 述 的 公式 : 
， 1 
S11 (n 十 到 ) Oo 
2sin Ta 


on(Q) = 


在 0<t<7 上 积分 on(t), 我 们 得 到 一 个 有 用 结果 ， 它 不 依赖 
于 nn: 


, 1 
[Cp (ne) 
—— t=/ 一 十 cosvt | at 

0 2sin 了 oo\2 所 
一 下 (15) 


这 是 因为 级 数 的 每 一 项 的 积分 都 为 零 的 缘故 . 
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8.4 傅 里 叶 级 数 


a, 傅 里 时 系数 
阶 数 为 n 的 三 角 多 项 式 


f(z) = sn(x) = 了 au 十 (av Cos vx + by sin vr) (16) 


一 


依赖 于 (2n + 1) 个 系数 a 和 bu. 值得 注意 的 是 ， 这 些 “ 傅 里 叶 系 
数 ” 能够 通过 级 数 的 和 函数 f(z) 的 值 由 下 面 的 公式 简单 地 表示 出 


au 一 二 三 Fr) cos pzdz, b,, 一 + f(z) sin urds. (17) 


证 明 是 容易 的 ， 只 需 用 cos pz 或 sin pz 乘 (16) 而 后 积分 就 行 了 . 
由 正 交 关系 { 见 第 307 页 ) 可 直接 推出 这 些 表达 式 , 因为 只 有 v= 上 4 
的 项 才 不 为 替 . 

写成 复数 形式 


flz) = snfz) = >》, QE, (16a) 


2 一 一 忆 
av 一 Cr + Gi b, = i(ow 一 a-r), 


对 于 复 的 傅 里 叶 系 数 ， 正 如 在 第 655 页 上 根据 复 的 正 交 关系 (9) 已 
经 看 到 的 ， 相 应 的 表达 式 是 


ay = 去 三 f(r)e rdz. (17a) 


附带 指出 ， 在 (16) 式 的 常数 项 二 ao 的 记 法 中 ， 因 子 二 只 是 
为 了 使 公式 (17) 在 v =0 时 成 立 

现在 我 们 引出 信里 叶 级 数 的 主要 定理 , 方法 是 提出 这 样 一 个 自 
然 的 问题 ， 即 令 全 里 时 多 项 式 (16) 的 阶 数 n 趋 于 无 穷 时 ， 它 是 否 
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能 够 表示 函数 f(z), 这 个 函数 除了 以 2r 为 周期 而 外 本 质 上 是 任意 
的 . 

在 下 文中 我 们 的 主要 结果 就 是 : 任意 的 一 个 分 段 连续 并 有 分 
过 红 的 一 阶 和 二 阶 导数 的 属 期 玫 Ta) 能 外 用 个 无 的 


“ 傅 里 叶 级 数 ” 


rz) = 子 二 2 (0 Cog VT + by sin vs) 


来 表示 , 或 写成 复数 形式 


f(x) = > QE” 


v=—00 


其 中 系数 由 (17) 和 (17a) 给 出 . 
b. 基本 引 理 


我 们 首先 回忆 在 一 个 区 间 内 逐 段 或 分 段 连续 的 函数 是 这 样 
定义 的 ， 就 是 一 个 函数 在 区 间 内 踪 去 有 限 多 个 跳跃 间断 点 外 是 连续 
的 . 

我 们 再 进一步 回忆 ， 一 个 周期 西数 f(x) 在 间断 点 上 的 值 定义 
为 从 两 边 求 出 的 极限 值 的 平均 ， 如 同 早已 约定 的 那样 第 645 页 等 
式 (4)]. 

如 果 我 们 能 把 整个 区 间 分 为 有 限 个 子 区 间 ， 使 得 f, f', f" 在 每 
个 开 子 区 间 内 是 连续 的 并 在 端点 趋 于 确定 的 极限 ， 则 函数 f(z) 是 
分 段 连续 的 ， 并 具有 分 段 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 . 

证 明 主 要 定理 的 关键 是 下 面 的 简单 的 事实 : 

引 理 如 果 一 个 函 数 k(z) 及 其 一 阶 导数 操 (z) 在 区 间 a <z<b 
上 是 分 段 连续 的 ， 则 当 和 一 co 时 ,积分 


m=/ k(z) sin Azdr 


总 二 等 ， 


证 明 ”我 们 用 分 部 积分 法 来 证 明 这 个 引 理 . 假定 和 kk 在 
a<szs<spb 上 是 连续 的 ， 我 们 有 


a= | k(x) sin Ad 


1 b 
二 一 区 cos Xa — Ek(b) cos Ab +/ k' (zy cos ia . 

和 a | (18) 
当 入 增加 时 ， 右 边 显 然 趋 于 零 、 如 果 上 (7) 或 k(x) 在 区 间 里 有 跳 
跃 闻 断 点 6, 那么 我 们 就 用 这 些 点 € 把 区 间 前 分 成 部 分 区 间 ， 把 我 
们 的 论证 应 用 到 这 些 部 分 区 间 上 ， 然 后 把 所 得 结果 加 起 来 ， 仍 然 得 
到 所 要 证 的 结果 . 

我 们 指出 〈 省 略 证 明 )， 无 需 任 何 有 关 导 数 k'(z) 存在 性 的 根 

定 ， 而 只 需 〖 的 分 段 连 续 性 ， 引 理事 实 上 仍 是 正确 的 ， 在 这 些微 
弱 的 条 件 下 ， 证 明 要 依赖 于 当 入 关 0 时 ， 函 数 sm Xz 在 长 度 为 TA》 
的 相 邻 区 间 里 交替 地 为 正和 为 负 对 于 大 的 和 值 ， 由 于 函数 (7) 
的 连续 性 ， 使 得 相 邻 区 间 上 的 积分 值 ， 几 乎 彼此 抵消 了 . 


c. [a= TF 的 证 明 
如 总 2 
作为 引 理 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 求 积分 
: ”sinz 
I= / dz (19) 
的 值 . 这 个 广义 积分 是 用 关系 式 


T= lim Im 


Mo0 


来 定义 的 ， 式 中 


MM ， 
I = 1 Dz J,. 
0 客 


反常 积分 了 的 收敛 性 ， 也 就 是 当 一 co 时 ， Far 的 极限 的 存在 
性 ， 已 经 在 第 347 页 中 证 骨 过 了 . 收 化 性 的 证 明 是 以 分 部 积分 为 根 


”662 ， 


据 的 ， 这 里 斌 以 重 述 一 下 ， 璧 如 说 ， 设 0 < M < N, 我 们 有 


N ， 
mmm-|/ Sm? 1 
M 


之 


一 CO8 Z 


i COS 之 
f/ 23 dz 
1 1 N dz 2 
Mt 一 开 0) 
因为 当 M 和 六 都 充分 大 时 ， Iw 和 Ta 的 差 任意 小 ， 于 是 由 柯 西 
的 收敛 判别 法 就 保证 了 了 = ,jim Tm 的 存在 性 此外， 在 (20) 中 
令 NN 趋向 无 穷 ， 我 们 就 找到 Iw 逼近 它 的 极限 了 的 速率 的 一 个 佑 
计 : 


N 
十 
M 


< 


I-1ul< 亦 . (20a) 


我 们 能 够 将 了 的 表达 式 用 另 一 种 方式 写成 为 一 个 固定 的 有 限 
区 各 上 的 积分 的 极限 . 令 p 是 一 个 任意 的 正 数 ,对 于 M = 知 代 换 
z 二 Ax,dz = Adz 表明 


hp ,. p 

Sin 之 sin 入 了 

Tp = / dz = / —————dr. 
0 2 0 T 


由 于 对 固定 的 正 P 当 一 oo 时 ， 知 一 co, 我 们 显然 有 


, ? sin Xv 
af 
并 和 且 从 (20a) 更 骨 显 地 有 
? gin Xr 2 
1 
因此 ， 对 任何 正 的 p, 表达 式 


广 sm Ar 
0 工 
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当 -> oo 时 逼近 同一 个 值 I 此外， 对 p 是 一 致 收敛 的 ， 只 要 我 
们 限制 p 的 值 大 于 某 一 个 固定 的 正 数 P. 于 是 ， 当 和 > 2/Pe 时 ， 
积分 和 极限 了 之 间 的 差 确实 是 小 于 < 的 . 

我 们 现在 运用 第 662 页 的 引 理 于 函数 


1 1 
一 一 37 


如 果 我 们 定义 (0) = 0, 函数 (zx) 就 对 于 0 < z < 27 是 连续 的 并 


有 连续 的 一 阶 导 数 ( 见 第 519 页 }. 因此 ， 我 们 的 引 理 说 明了 ， 只 村 
0<p<2x 当 和 一 oo 时, 


/si (二 一 Zt) ) dx 


就 趋向 零 ， 此 和 外， 根据 (13), 对 于 0 < p< x, 收敛 是 一 致 的 ， 因 为 
I#(z)| 和 |&'(z)| 在 区 间 0 < < r 上 是 有 界 的 ， 对 区 间 0 < p < 2 
上 的 任何 p, 从 我 们 前 面 的 结果 得 到 


一 oo wm = 中 


而 且 对 于 PP <p < 中 的 p, 收敛 性 也 是 一 致 的 ， 其 中 P 是 一 个 固 
定 的 正 数 . 

现在 对 p 二 7 和 入 = 十 广 (其 中 必 是 一 个 整数 ), 我们 已 经 计 
算 了 这 个 积分 的 值 [ 见 第 660 页 公式 (15)], 并 求 得 了 它 有 同 无 关 
的 值 /2. 令 和 通过 形 如 入 二 n+ 二 的 值 趋向 无 穷 ， 我 们 就 求 得 
的 值 了 : 


5 ginz 下 
此 外 ， 我 们 已 经 证 明了 
ps 
‘im / gs = 工 ， (21a) 
当 忆 之 p 时 收 化 是 一 致 的 ， 这 里 PP 是 一 个 固定 的 正 数 ， 并 上 且 
, ? Sin Ar 和 
| (a1) 


这 里 对 于 P< p < 7 收 钙 是 一 致 的 . 
d. 函数 (x) = zx 的 傅 里 叶 展 式 
我 们 上 述 的 结果 直接 引出 两 个 相关 的 分 段 线 性 周期 函数 efz)， 
X(T) 的 傅 里 叶 展 式 ， 它 们 在 区 间 -r < z < x 上 ， 用 下 式 来 定义 
( 见 图 8.7 和 8.8): 
Pp(2) = 


及 . 
厅 一 3， 当 z>0， 
Xz)= 4 0 当 z = 0， {22) 


终 8.7 通 数 jz) 


图 8.8 函数 x(z) 
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把 这 些 函 孝 周 期 性 地 开拓 到 区 间 -7 < x < 7 之 外 ， 第 一 个 冰 
数 4 在 端点 具有 跳跃 间 斯 性 ,而 x(z) 在 z = 0 有 一 个 2r 的 跳跃 
显然 ， 周 期 性 地 开拓 出 来 的 这 两 个 函数 按照 


X(z) = blr — 1) 


互相 关联 着 

对 于 入 = n+ 二 和 p ==z, 通 过 极限 过 程 nm -+ co, 从 第 659 页 上 
的 公式 (14) 和 第 665 页 上 的 公式 (21b), 直接 得 到 Xx(z) 在 0<z < 
上 的 傅 里 叶 展 式 ， 于 是 我 们 求 出 傅 里 时 级 数 


, sin 27 sin 32 
xj= 2 (sine+ 到 到 十 3 + 


(23a) 
对 于 一 x < x <0 也 同样 适用 ， 因 为 两 边 同 是 x 的 奇 函数 .对 于 任 
意 小 的 正 数 =, 级 数 在 e < |z| < x 上 是 一 致 收敛 的 . 在 = = 0 时 级 
数 的 所 有 的 项 为 零 ， 因 此 总 和 也 为 零 ， 同 x(0) 的 定义 相符 .因为 
两 边 都 具有 周期 2x, 于 是 恒等式 (23a) 对 所 有 x 均 适 用 . 

译 于 展 式 的 系数 确 是 由 第 661 页 上 的 公式 (17) 所 定义 的 傅 里 
叶 系 数 ， 这 是 容易 验证 的 . 

现在 8(z) 的 博 里 叶 展 式 就 直接 从 办 7) = x(7 一 2) 得 到 ， 


gm =2 7 D+ 


v=1 
=2 (sins— 主 sin2e+ 诗 sin3e 一 +-…)， ab 
只 要 用 条 和 件 |z| < 7 一。 把 点 2 与 间断 点 x = 士 r 隔离 开 来 ， 这 里 
的 政 伊 就 是 一 致 的 ， 

对 于 x = 7/2, 我 们 又 得 到 莱 布 尼 北 级 数 


丰 1 1 
一 一 211 一 二 十 二 一 二 .|. 
2 ( 3t5 + ) 


应 当 提 到 的 是 ， x 和 4 这 两 个 级 数 并 不 绝对 收敛 ， 当 了 = 本 
时 ， 绝 对 值 兢 实 形成 发 散 级 数 


1 
?2 27 一 1 


作为 以 连续 函数 为 其 项 的 无 穷 级 数 的 一 个 例 ， 公 式 (23b) 是 值 
得 注意 的 ， 这 个 无 穷 级 数 对 所 有 的 = 收 伊 ， 但 是 以 一 个 非 连续 本 
数 作为 它 的 和 ， 即 以 分 段 线性 函数 qz) 作为 它 的 和 ， 级 数 的 每 一 
个 部 分 和 是 连续 的 ， 因 为 任何 有 限 多 个 连续 函数 的 和 必然 还 是 连续 
的 .由 于 连续 函数 的 一 致 收敛 的 无 穷 级 数 具 有 一 个 连续 和 ， 所 以 伟 
里 叶 级 数 不 可 能 在 4 的 不 连续 点 * 的 一 个 邻 域内 -- 致 收敛 ， 这 种 
点 是 = = 二 r, 二 3r,…, 第 651 页 的 图 8.4 用 图 说 明了 逐次 的 部 分 
和 (它们 是 := 角 多 项 式 并 且 是 连续 函数 ) 怎样 在 一 个 连续 的 区 间 内 
一 臻 地 通 近 分 段 线性 西数 二 efz), 但 是 越 壬 近 端 点 时 ， 这 些 甬 数 变 
化 越 忆 


e, 关于 情 里 叶 展 开 的 主要 定理 


傅 里 叶 系数 . 有 了 上 述 的 准备 之 后 ,一 大 类 冰 数 的 可 展 性 是 容 
易 确定 的 ， 对 于 以 2x 为 周期 的 函数 f(x) 这 样 的 展 式 的 形式 是 


1 。 1 
f(z) = pA 十 》 {av COs vz + by sin vr), (24a) 


v=1 
或 记 成 复 的 形式 
f(x) = >》 aveirz (24b) 


我 们 先 假定 对 于 晴 数 f(z) 有 一 致 收 化 的 展 式 (24a) 或 (24b). 于 是 
我 们 能 够 在 这 两 个 展 式 中 分 别 确定 系数 ov 名 和 ow, 只 要 在 这 两 个 
展 式 中 分 别 屁 以 cos px,sin px 和 eiw*, 并 且 利 用 正 交 关系 ( 见 第 
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307 页 和 第 655 页 ) 


和 全 
/ sin vz sin pzdz = / COB VT CO8 HGD 
—T 


-人 如 果 # 天 几 
7, 如 果 记 二 v 关 0， 


可 
/ sin vx cos urdr = 0, 
一 开 


{ 0， ”如果 冯 却 
27, 如 果 p 三 B, 


从 一 5 到 7 积分 就 可 以 了 ， 把 积分 变量 写成 t, 我 们 立即 得 到 公式 


1 
Gp 一 二 三 f(t) COS ptdt, b, 一 一 三 (区 sin ntat, (26a) 


《25) 


TT 
/ ee ?dr 一 


-7 


这 里 上 =0,1,2,…. 而 


ou = 二 / " flt)eintadt, (26b) 


这 里 产 =0, 士 1 士 2 .…. 

于 是 ,如 果 f(z) 能 够 真 的 展开 成 为 一 个 一 致 收敛 的 级 数 (24a) 
或 (24b), 则 系数 只 能 取 由 公式 ( 36a) 和 (26b) 所 确定 的 值 , 但 是 ， 
即使 这 个 颇 含 党 试 性 的 步骤 没有 验证 为 合理 ， 这 些 公式 (26 a) 或 
(26b) 对 在 区 间 一 x < 5 < "上 连续 或 分 段 连 续 的 每 一 个 消 数 f(z) 
仍然 能 确定 出 数列 a,,B. 和 av 来 ， 它 们 称 为 佬 里 叶 系 数 . 

对 于 一 个 给 定 的 函数 f{2), 我 们 用 (26a,b) 这 样 定义 的 系数 来 
形成 人 时 部 分 和 


snfk2) 一 了 ao 十 > (av Cos vx + by sin vz) 


zz 一 工 


v= 


sn(X) = >》, Oe, 


tr 二 一 我 
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我 们 的 任务 是 要 证 明 ， 当 一 一 oo 时 这 些 傅 里 时 和 确实 是 收敛 的 ， 


并 且 极 限 就 是 函数 f(z). 
现在 我 们 叙述 
主要 定理 用 傅 星 叶 系数 (26a) 或 (26b) 形 成 的 傅 里 叶 级 数 
到 ao 十 Ye, CO8 VT + by sin vz) {27a) 
v=1 
或 
> Oveir” (27b) 


对于 任用 基 为 2r 的 信和 连 红 的 ， 有 分 人 过 的 一 队 和 二 队 导 
孝 " 的 函数 f(z) 来 说 ， 它 收 全 到 函数 值 f(). 这 里 在 间断 点 上 ， 
f(z) 的 信 必 须 由 下 式 来 确定 


f(z) = FUf(z+0) + f(z —O)). (27°¢) 
证 明 》 为 了 证 明 ， 我 们 把 系数 的 积分 表达 式 (26a) 代入 nn 阶 
“ 情 里 时 多 项 式 ” 


sn{2) 一 0 十 So, cos vs + by sin vs), 
了 二 二 
而 后 交换 积分 与 求 和 的 顺序 ， 得 到 
ols) = flt 让 + caveonve ramvtoaj| 


2 一 1 


或 者 利用 余弦 的 加 法 定理 ， 写 成 


oo=- 寺 厂 7G|3 


位 


$+ De :| dt. 


1) 我 们 再 次 指出 ， 六 个 宕 机 从 各 对 | 主人 多 风 靖 玫 类 ( 见 第 8.6 节 中 的 例 ) 来 证 
明 ， 然 而 ， 这 里 所 统 述 的 结果 对 大 部 分 的 应 用 

分 这 里 我 们 只 给 出 对 于 f 的 达 次 在 级 雪 gm 的 形式 下 的 证 明 级 数 (27b) 只 
需 根 据 第 659 页 里 的 方程 (13b) 所 给 出 的 代 换 就 得 到 


因此 根据 第 659 页 的 求 和 公式 (14) 就 有 


CC 


(tz) 


最 后 ， 令 7 =t 一 2 并 回忆 起 周期 性 容许 我 们 把 积分 区 间 移 动 一 个 
量 = ( 见 第 646 页 ), 我 们 就 得 到 


SnfZ) = 去 三 天 a (28a) 


sin 二 
2 


这 里 > 当然 是 固定 的 . 
现在 我 们 证 明 当 ”一 ce 时 sn(2) 趋 于 f(z), 或 者 说 


sin (n+ 去 ) 
,im snfz) = lim 去 上 Flz 二 和 一 一 一作 


了 一 oo 2 ， 
811n pa 
= f{z). (29) 
由 于 对 所 有 的 z, f(x) = =[f (xz 二 0) 二 f(z 一 0)]; 我们 有 [ 见 第 
660 页 公式 (15)] 


Sn(z) 一 fr) _1 ” z+tt)— fs+o0)] in 6 十 3) tat 


To 2sin 了 
+ -fs (n+ + 去) 地 
Tn 2sin =t 2 


如 果 我 们 现在 能 够 证 明 , 变量 + 的 是 数 [f(z+t) 一 f(z 十 0 / (2 sin 下 


和 [f(z + 日 - Je 一 骨 (2sm 下 ) 及 其 一 阶 导数 分 别 在 区 间 
0 < + < 和 -7 < t < 0 上 是 分 筑 连 续 的 ， 则 根据 我 们 的 基本 
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引 理 (第 662 页 ), 当 n 一 oo 时 ， 右 边 的 两 个 积分 同时 趋 于 0, 从 而 
立即 得 到 公式 (29). 

这 样 ， 如 果 我 们 能 说 明 ， 在 f, 了", f” 是 分 段 连 续 的 条 件 下 ， 对 
于 一 个 固定 的 zx, 用 等 式 
) = JE+ f(r+0) 


pt ，0<t< Ti 
‘2sin 3t 

$0) = + fe- 0) —nr<t<0 
2sin 一 上 


2 


年 义 的 t 的 是 数 是 分 段 连续 的 并 有 分 段 连续 的 一 阶 导数 ， 则 主要 定 
理 就 证 明了 . 

要 证 实 对 于 商 p(t) 这 些 条 件 是 满足 的 ， 首 先 我 们 注意 到 仅 在 
t= 二 0 时 分 母 为 0, 因此， 除去 可 能 靠近 = 0 外 ， 由 及 其 一 阶 导 
数 是 分 段 连续 的 ， 只 是 在 奇 点 上 = 0 有 可 能 诊 失 可 微 性 ， 因此， 我 
们 必须 做 的 全 部 工作 就 是 证 明 ， 如 果 t+ 上 分别 从 正 的 或 负 的 值 趋 于 0 
时 ， @(t) 及 其 导数 W(t) 有 极限 .我 们 将 证 明 ， 这 些 极限 确实 是 存 
在 的 ， 并 且 它 们 分 别 具 有 值 


$(+0) = f(z+0), $(-0) = f(z — 0) 


(0) = 37"(e+0), W(-0) = 7 -0). 


为 证 明 起 见 ， 我 们 由 (j= g(t)h(t) 而 引入 函数 g(t), 这 里 因 
子 hl) 用 下 式 定 义 


htt) t 0,h(0) = 1. 


- 

2 ain(#/2)’ 
对 h() 来 说 ,由 于 kh(0) = 1, (0) = 0, 因而 在 整个 区 间 -x <t<” 
内 ， 我 们 有 ( 见 第 五 章 第 518 页 ) 一 个 连续 且 连 续 可 微 的 函数 h(t). 
因此 ， 当 圭一 0 时 ， g(t) 和 (9 的 极限 值 以 及 g(t) 和 p(t) = 
9h' 十 gh 的 极限 值 相同 ， 
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现在 在 区 间 0 < 上 < 7 里 ( 见 第 五 章 第 517 页 关于 不 定 表达 式 
的 一 般 评述 ), 根据 微分 学 的 中 值 定理 有 


g(t) = {E+ foto = f(z+é), 


中 第 位 于 0 和 之 间 ， 因 此 当 t 趋 于 0, 因而 也 趋 于 0 时 
g(+0) = f(z +0). 


对 于 导数 我 们 又 得 到 表达 式 
yl) = ++ fe+ 0 fle+d) 


12 
其 中 分 子 和 分 母 当 t 一 0 时 都 趋 于 0, 并 且 分 别 具 有 导数 tf"(z 十 
和 2t. 要 确定 当 t 一 0 时 的 极限 ， 我 们 用 广义 的 中 值 定理 (参看 第 
249 页 ) 求 得 


0) = Wt - 二 PP 人 十 串 ， 


9 界 于 0 和 上 之 间 ， 当 上 -0 时 ， 我 们 有 9 -+ 0 因此， 如 前 面 说 过 
的 ， 
+0) = H+0) = 于 关上 0)， 


同样 的 推理 适用 于 t 的 负 值 ， 于 是 我 们 对 引 理 的 应 用 是 合理 
的 ， 因 而 建立 了 主要 定理 . 

可 以 再 次 指出 , 我 们 所 获得 的 结果 对 微 积分 学 及 其 应 用 中 出 现 
的 一 切 需 要 是 足够 了 . 可 是 从 狄 里 克 雷 的 最 初 的 工作 出 发 的 数学 家 
们 的 理论 上 的 兴趣 ， 常 常 以 更 大 的 普遍 性 为 目标 ， 即 企图 去 展开 更 
广泛 的 一 类 函数 5， 这 些 努 力 已 经 刺激 了 对 函数 和 积分 概念 的 更 


1) 可 注意 的 是 ， 存 在 连续 函数 不 能 展 成 埔里 叶 级 数 的 例子 ， 此 外 ， 还 存在 这 样 的 例 
子 ， 函数 f(z) 由 一 个 收敛 的 三 角 级 数 来 表示 , 但 这 三 角 级 数 却 不 是 以 式 (26) 为 系数 的 
傅 里 叶 级 数 ， 这 些 例子 表明 ， 对 于 精密 的 研究 而 言 ， 在 一 般 的 三 角 级 数 与 特殊 的 香里 叶 
级 数 之 间作 出 区 分 是 必 复 的 ， 比 连续 性 还 要 更 严 的 限制 条 件 确 实 是 合宜 的 ， 而 县 对 于 我 
们 ， 它 们 还 说 明了 这 样 一 个 事实 ， 即 使 是 在 我 们 的 主要 定理 里 所 假定 的 限制 和 在 第 8.6 
节 中 所 给 的 推广 中 ， 比 真正 需要 的 要 严格 得 多 { 见 和 A,Zygmund 的 Trigonometrical 
Series 的 一 般 理 论 ， 1952 年 Chelaea 出 版 公司 ). 
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加 精密 的 分 析 , 并 导致 作为 一 个 有 吸引 力 的 专门 名 域 的 高 等 储 里 叶 
分 析 的 发 展 ， 不 过 ， 这 己 超 出 本 书 的 范围 . 


8.5 傅 里 叶 级 数 的 例 


a. 预先 说 明 


我 们 始终 假定 函数 f(z) 的 周期 是 27. 
如 果 f(z) 是 一 个 偶 函 数 (参看 第 32 页 ), 则 显然 f(z)sinvz 是 
奇 函 数 而 f(z) cos vz 是 侦 沙 数 ， 所 以 


by, = +-|/ f(x)sinvedx = 0, 


因而 我 们 得 到 一 个 “余弦 级 数 ”. 另 一 方面 ， 如 果 函 数 f(z) 是 奇 汤 
数 ， 则 
av = 二 人 。 ffzjcosvzdz = 0, 
因而 我 们 得 到 一 个 “正弦 级 数 "?. 
b. 函数 p(z) = zx? 的 展开 式 
对 于 偶 尊 数 22, 用 两 次 分 部 积分 ， 我 们 有 


ay = =/ rT? cos vrdz = (- 节 生地 > 0), 


20 三 3 ? 
因而 我 们 得 伸展 开 式 
2 CO8 了 CO8 27 cos 3 
z2= ( 3 了 -+) (30) 


1) 因而 ， 铝 果 函 数 了 f(z) 最 初 只 是 在 区 间 0 < xw < ”+ 上 给 定 的 ， 则 我 们 能 够 把 它 
或 者 作为 一 个 奇 画 数 或 者 作为 一 个 偶 函 数 开拓 到 区 间 一 "< x < 0 上 ， 从 而 对 于 较 小 
的 区 间 0 < z < 得 到 的 不 是 正 萄 级 数 就 是 余 莎 级 数 ， 
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逐 项 微分 这 个 级 数 并 除 以 2, 我 们 就 在 形式 上 回 到 了 第 667 页 上 的 
级 数 (23b), 这 个 级 数 先 前 曾 对 %(z) = zx 得 到 过 . 


c。 2 cos 2 的 展开 式 
( 见 图 8.9) 对 于 这 个 奇 藤 数 ， 我 们 有 


2 ki 
av = 0, b,= 二 Cos sin zwdt. 
0 


利用 公式 


/ zsin Hzdd 一 (一 Da+1 二 (2 = 1,2,.…- 
0 [a 
我 们 求 得 
2 7 。 
b, = =/ TCOsS THN vrdr 
TJo 
= +i/ wx[sin(w + 1)2% + sintv — 1)z]dx 
0 


= (Fr) (v = 2,3,.-.), 
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1 
= 一 二 


因此 ， 我 们 得 到 级 数 


1 -1 
zoos = eine +t 2 全 2 sin ve, (31) 


加 上 第 622 页 上 对 G(x) = z 找到 的 级 数 (23b), 就 得 到 
si 2% Sin 3T 
1.2.3 2.3.4 


sin 47 

+ 3.4.5 -+ 
车 将 在 区 间 -r < Y < 内 等 于 fcosz 的 湖 数 周期 地 开拓 到 这 个 
区 间 之 外 ， 则 会 出 现 间断 点 (参看 图 8.7), 这 与 在 8.4d 节 中 早已 考 
虑 过 的 旺 数 区 zx) 所 展示 的 情况 一 样 . 另 一 方面 , 将 函数 z(1+cos2) 
周期 性 地 开拓 后 ， 所 得 菌 数 在 区 间 的 端点 上 保持 连续 ， 而 且 它 的 导 
数 世 保持 连续 ， 因 为 间 靳 性 由 因子 1+ cosz 消除 了 ， 1 十 coszx 随 
同 其 导数 在 端点 上 都 为 零 . 这 就 说 明了 级 数 (31) 对 所 有 的 2 一致 
收敛 ， 而 从 这 级 数 同 常数 项 级 数 15 + 35 + 3 十 … 作 比 较 来 看 
则 是 明显 的 . 


d. 函数 f(z2) = |z] 


人 (1 + cos 人) = sine 十 2 ( 
(31a) 


对 于 这 个 侦 梁 数 b= 0, 并 且 wm = 2 {soonvedr, 用 分 部 
TJo 
积分 ， 我 们 容易 得 到 


™ 1 
f eosvrdr 一 —zsinve 
0 v 


" 一 if sinvrdz 
0 0 

加 0, 如 果 v 是 个 数 且 0， 
“ 飞 - -入 ， 如 果 "是 奇数 


因而 ， 


上 4 CoS 3% COS 53% 
pl= 到 7 一 上 (cos+ 十 5 +t) (32) 


令 x = 0, 我 们 得 到 值得 注意 的 公式 


72 1 1 
二 1 十 一 十 一 十 .…. 
8 + 六 十 5 十 (32a) 


e， 一 个 分 段 常数 函数 
由 下 列 等 式 定 义 的 函数 
| -1l,， 当 -T<r<x0， 


0, 当 z = 0, 
十 1， 当 0 <z < 


如 同 在 第 34 页 的 图 1.22 上 指出 的 ， 它 是 奇 函 数 。 因 此 av = 0, 并 


且 
2 17 加 0, 如 果 v 是 侦 数 ， 
5 


图 8.10 


所 以 这 个 函数 的 傅 里 叶 级 数 是 


sinz sin3z + (33) 


fw- 人 人 1 1 3 
特别 地 ， 当 2 = 地 ,就 再 次 得 到 莱 布 尼 兹 级 数 
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对 在 (32) 中 给 出 的 | 中 用 逐 项 微分 能 够 形式 地 导出 级 数 (33). 
f， 函 数 | sin z| 


偶 扼 数 f(x) = | sinz| 能 够 展 成 余弦 级 数 ， 其 系数 ov 由 下 列 计 
算 给 出 : 
一 XGy 二 人 sinw cos ZUGY 
= z/ lsin(v + 1)% — sin(y — 1)z]dx 
0 
| 0， 如 果 " 是 奇数 ， 
一 2 


二 二 ， 如 果 v 是 偶数 


于 是 我 们 用 2v 代 换 v, 得 到 


4 之 cos 2v4 


. 2 
| 加 z| 二 元 一 元 2 AT 
一 1 


(34) 


g&g，cos nz 的 展开 式 . 余 切 分 解 为 部 分 分 式 ， 正 弦 的 无 穷 委 积 


函数 f(z) = cos pz (-T <2<T) 是 偶 函 数 ， 这 里 py 不 是 一 


1 mT 
可 Tov 一 / COS Hr CO8 vwdr 
0 


= 过 feoste + r+ costh — vr]dr 
_1 | 十 vr 二 sinfH 一 v)T | 


2 HE 二 vy Hy 
Hl)” . 
一 此 二 SID LT. 
于 是 我 们 有 
21 sin un 1 CO8 了 COS 27 
一 一 -一 -| 一 -一 一 |， (35 
cos HZ 元 (去 B+ 十 ) (35) 


这 个 从 区 间 -~r < z < 7 周期 性 地 开拓 而 成 的 以 2r 为 周期 的 天 
数 ， 在 端点 xz = 土 保持 连续 ， 令 z = 7, 用 sin pr 除 等 式 的 两 边 
并 将 & 写成 x, 我们 得 到 等 式 


27 1 1 1 
crz- ++ +) (36) 


这 就 是 余 切 化 为 部 分 分 式 的 分 解 式 (类 似 于 第 三 章 第 321 页 讨论 的 
有 理 函 数 的 有 限 部 分 分 式 的 分 解 式 )， 它 是 数学 分 析 的 一 个 很 重要 
的 公式 . 

我 们 将 上 面 的 级 数 写成 如 下 形式 ， 


如 果 x 属于 区 间 0 < z < 9 < 1, 则 右边 第 ” 项 的 绝对 值 小 于 
2/[z(n? 一 四]. 因此 ， 级 数 在 这 个 区 间 内 一 致 收敛 县 能 逐 项 积分 . 
两 边 乘 以 7 并 且 积分 ， 在 左边 我 们 得 到 


I 站 站 
-/ (corne - 去 ) dt = log snrz lim log Se 
0 nt WE @- 二 Ta 


sinnz 
在 右边 得 到 
2 2 n 2 
log (1- 每 )+b -每 ) + = ,lim ,log (1- 握 ). 


于 是 
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如 果 我 们 从 对 数 郴 数 化 到 指数 函数 ， 那 么 我 们 有 


， 人 2 x2 23 
snrz=mz(1- 扣 ) ( -至 ) -每 )… (36a) 


这 样 我 们 就 得 到 了 关于 正弦 的 无 穷 乘积 的 著名 的 表达 式 1， 
在 这 个 结果 中 ， 令 > = ,我 们 就 得 到 沃 利 斯 乘积 


1 2y 27 2 2 4 4 
s+=J] . 一 
2 2 -1 2+1 1 3 3 5 


v=1 


这 个 公式 在 前 面 第 315 页 上 已 经 推导 过 . 
h. 进一步 的 例 


根据 类 似 于 前 面 的 简短 的 计算 ， 我 们 得 介 展 开 式 的 进一步 的 
例 . 

按 等 式 f(z) = sin pz (rr<z<T 冠 义 的 阔 数 f(z) 能 展开 
为 级 数 


sin HZ 一 


2 gin gr ainz 2sin 27 + 3ain 3 二 
条 12 一 12 H2 一 22 12 一 32 


(37) 
令 工 二 到 并 且 使 用 关系 式 sin pr = 2sin Thr cos Fp 就 得 到 余 
制 的 分 解 式 ， 即 得 到 函数 1/ cos 了 jsr 化 为 部 分 分 式 的 分 解 式 ， 这 
个 展 式 是 
下 3 (~1)"(2v — 1) 


TSEC AT 一 一 4 一 (2 一 12 


COS TT 
v=1 


这 里 我 们 已 经 将 二 k 改写 成 了 x. 
类 似 于 (35) 和 (37), 双 曲 肾 数 cosh pz 和 sinh pr (一 区 < 了 << 训 
的 级 数 是 


25 ，, 1 COSE CDS 27 
cosh uz = 下 sinh pr (去 一 m+ 十 rE 


1) 这 个 公式 特别 有 趣 ， 因 为 它 直 接 显示 出 在 点 2 二 0, 士 1, 士 2…… 画 数 ain mz 为 
零 ， 在 这 点 上 它 相应 于 当知 道 多 项 式 的 等 点 时 该 多 项 式 的 因 式 分 解 ， 
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8.6 收敛 性 的 进一步 讨论 


a. 结果 


对 传 里 叶 系数 av; 的 更 细致 的 研究 容易 引出 第 668 页 8.4e 
节 的 主要 定理 的 下 列 推论 

(a) 对 于 所 有 的 周期 函数 在 较 弱 的 条 件 下 ， 即 只 是 f(z) 和 它 的 
一 阶 导数 fr(z) 是 分 段 连续 的 ， 或 者 如 我 们 所 说 ， 函 数 是 分 段 光 滑 
的 ， 则 第 670 页 上 的 全 里 叶 级 数 (27a) 收敛 到 f(z). 

(b) 如 果 分 段 光 少 的 周期 函数 f(z) 是 连续 的 ， 则 收敛 是 绝对 和 
一 致 的 . 

(e) 如 果 分 段 光 清 的 函数 f(z) 容许 有 跳跃 同 断 点 ， 则 在 不 包含 
间断 点 的 每 一 个 闭 区 间 上 ， 收 敏 是 一 致 的 ， 

(b) 的 证 明 依赖 于 一 个 简单 的 贝 塞 耳 不 等 式 ， 而 (a) 和 (c) 的 
证 明 将 用 到 第 666 页 8.4d 节 的 结果 、 


b. 贝 塞 耳 不 等 式 


这 个 不 等 式 给 出 任何 分 段 连续 而 不 必 可 微 的 函数 的 傅 里 时 系 
数 的 界限 ， 


和 + < M2. (38) 
这 里 ， 上 界 M? = 十 /tajzdz 是 由 西数 f(z) 确定 的 一 个 数 
它 既 不 依赖 于 个 别 的 传 里 叶 系数 ww,iv, 也 不 依赖 于 数 m 对 于 复 的 
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情 里 叶 系 数 av [ 见 第 659 页 (13a)], 贝 赛 耳 (Bassel) 不 等 式 可 立刻 
写成 下 述 形式 : 


》 lav < 去 / f(z)2dzr = TM?. (38a) 
T jr 


v= 


这 一 不 等 式 是 下 述 显然 事实 的 直接 推论 : 
1 2 
7/, be 一 Fo0 一 2 (or cos vw 十 多 sur dx > 0. 


在 积分 号 下 将 平方 展开 ， 并 注意 到 第 669 页 的 正 交 关系 (25) 以 及 
第 661 页 上 健 里 叶 系 数 的 定义 (17), 逐 项 积分 ， 我 们 立刻 得 到 上 述 
形 如 (38) 的 贝 塞 耳 不 等 式 . 

由 于 员 塞 耳 不 等 式 的 左边 随 着 n 而 单调 上 升 ， 而 上 界 M? 是 
固定 的 ， 所 以 我 们 能 令 ”一 oo 通过 取 极 限 推出 不 等 式 


2 > lovl?: = = 十 Sa? 十 区 ) < M? (39) 
zz 三 一 Do v=1 
是 成 立 的 ， 对 于 分 段 连续 的 函数 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 ， 甚 至 当 了 不 
能 用 级 数 (27a) 或 (27b) 表示 时 ， 这 个 不 等 式 (39) 仍 适 用 ， 

附带 指出 , 我 们 将 在 8.7d 节 中 说 明 ,， 如 果 用 等 号 代替 不 等 号 ， 
则 贝 塞 耳 不 等 式 (39) 仍然 是 成 立 的 ， 


*c。 推 论 {a),(b) 和 (ce) 的 证 明 


假定 f(z) 本 身 是 连续 的 , 我 们 把 贝 塞 耳 不 等 式 应 用 到 它 的 分 段 
过 续 的 导数 g(z) = (x) 上 ， 该 导数 有 健 里 时 系数 cv = +zbw, 吧 = 
-zaw, 因为 我 们 可 用 分 部 积分 立即 求 得 这 个 结果 (因为 积 出 的 项 消 
去 了 ) 


Cy 二 +-/ f(z) cos zzdz 
TT Jn 


I 人 
一 + ZTE) sin vrds = +vb,, 
T jn 


同 理 可 求 得 d.[ 这 里 我 们 利用 了 f(z) 的 连续 性 和 辕 期 性 . ] 于 是 我 
们 有 


nn 


P+) = Ds +e) 


v= v=1 
sf sled 
1 六 , 加 

- zf/ (zjadz = M?. 
这 个 结果 使 我 们 能 对 f(z) 的 傅 里 时 级 数 建立 起 具有 正常 数 项 的 控 
制 级 数 ， 该 级 数 依照 第 599 页 所 述 保证 了 (b) 中 所 述 的 绝对 和 一 致 
的 收敛 性 .确实 ， 根 据 柯 西 - 施 丽 兹 不 等 式 ， 对 vv 阶 调和 振动 ( 参 
看 第 17 页 ) 我 们 首先 有 

|ay cos vx + by sin vx? < (a2 + b2)(cos? vr + sin? vz) 
一 a2 十 2; 
然后 对 p= 1/v,4 = vY 吕 十 可, 利用 不 等 式 
ps (+9), 
则 对 所 有 的 x 我 们 有 
lav cos vw + bu sinvze| < SvVe 十 可 


1 


1 
< | + +)|. 
< 序 | 记 + + 车 


由 于 最 后 的 表达 式 关 于 v 的 和 是 收 敏 的 ， 所 以 我 们 已 经 构成 了 一 
个 控制 级 数 ， 因 此 ， 傅 里 时 级 数 
到 aa 十 So, COS vx + by sin vx) 


2 二 1 


一 臻 收敛， 于 是 它 有 一 个 和 数 s(z),s(2?) 是 z 的 一 个 连续 函数 .为 
了 证 明确 实 有 s(%) = f(x), 我 们 采用 一 个 技巧 ， 考 虑 积分 出 来 的 函 
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数 了 
r= (fj%) 


显然 ， F(z) 在 ~r < z < x 上 是 连续 的 ， 而且, 在 z = -r 和 
z = mr, 严 有 相同 的 值 ， 因 为 


十 五 
五 (7 = 人 flt)at ~ rao = 0= F(—7). 


从 而 下 的 周期 开拓 是 连续 的 ， 丸 由 于 下 的 一 阶 和 二 阶 导数 都 是 分 
段 连 续 的 ， 所 以 明教 FF 就 表 成 了 它 的 传 里 叶 级 数 ， 根 据 同 样 的 推 
理 (和 前 面 一 样 以 分 部 积分 为 基础 ), 当 v 了 0 时 ， 下 的 情 里 叶 系 数 
是 一 (1/v)B 和 (17z)jav 所 以 

1 


F(T} = 3 


40 十 > l(b, COS VT 十 Gy sin vr), 

v=1 
式 中 含有 某 个 常 系数 40, 现在 按 形式 逐 项 微分 而 得 到 的 级 数 已 经 
知道 是 一 致 收 化 的 .于 是 按 形 式 逐 项 微分 是 合法 的 ( 见 第 604 页 )， 
并 县 我 们 得 到 所 希望 的 关系 式 


F(z) = Hz)] 一 了 oo = pb cos VT + b, sin vx). 
要 证 明 剩 下 的 论述 对 于 分 段 连 续 的 并 具有 分 段 连 续 的 导数 天 
的 周期 星 数 f 成 立根 据 前 面 的 结果 ， 我 们 回忆 起 这 些 论述 对 于 
3.4d 节 的 周期 消 数 x(z) 是 正确 的 ， 从 而 对 函数 x(z -6 也 是 正确 
的 ， 这 个 通 数 在 点 上 有 一 个 跳跃 27. 现在 ， 如 果 函 数 f(x) 在 点 
51162,… 上 分 别 有 跳 牙 万 ,放出 


f(s) = (5) -Dix(e -6 
4 一 1 


满足 (b) 的 条 件 , 因此 具有 一 致 收 倒 的 傅 里 叶 级 数 ， 于 是 对 f(z) 证 
明了 推论 (a) 和 (ce). 


d. 傅 里 叶 系 数 的 量 阶 ， 侍 里 叶 级 数 的 微分 法 


前 面 收 但 性 的 讨论 说 明了 一 个 普遍 事实 f(z) 越 光 滑 ， 也 就 
是 ， 周 期 函数 f(z) 越 多 的 高 阶 的 导数 连续 的 时 候 ， 当 ”一 co 时 ， 
储 里 叶 系 数 @.,b 就 越 快 地 收 化 到 零 , 相应 地 , 如 果 函 数 越 光 消 , 傅 
里 叶 级 数 就 收敛 得 越 好 . 我 们 确 场地 叙述 如 下 如 果 周 期 函数 f(z) 
具有 直到 天 阶 的 连续 的 导数 ， 并 具有 上 大 十 1 阶 分 段 连 续 的 导数 ， 那 
么 就 存在 一 个 只 依赖 于 f(z) 和 天 的 上 界 B, 使 得 


B 
|&,l, bm| < ht {40) 


如 果 我 们 利用 分 部 积分 法 ， 证 明 几 乎 又 是 直接 的 { 见 上 面 ). 为 简明 
起 见 ， 我 们 写成 复数 形式 


zx 一 Db, 一 2au， 


然后 不 断 用 分 部 积分 法 积分 , 直到 在 被 积 函数 中 出 现 因子 f(*+0(z) 
为 止 . 由 于 f(z), 六 (zx), 等 等 的 周期 性 和 连续 性 ， 所 以 边界 项 彼此 
抵消 了 ， 因 和 而 


2ra， = / f(s)e edz = —— / F's)e ivedr 


—¢ k+l TT _ 
ee 


因此 ， 如 果 地 号 是 17e+9(z)| 的 一 个 上 界 ， 则 lawl < 王 B/vita， 
由 此 就 可 推出 不 等 式 (40)， 

更 进一步 值得 注意 的 结果 是 ， 当 上 > 2 时 ， 傅 里 时 级 数 可 逐 
机 微分 一 ! 次 ， 从 而 得 到 机 分 过 的 本 数 的 人 里 叶 级 数 。 为 了 证 


这 一 事实 ， 我 们 注意 到 所 有 这 些微 分 过 的 级 数 都 以 十 为 收 


敏 的 控制 级 数 ， 从 而 它们 本 身 是 绝对 且 一 致 收 合 的 (参看 第 七 章 第 
606 页 上 的 准则 )， 


“8.7 三 角 多 项 式 和 有 理 多 项 式 的 近似 法 


a. 关于 函数 表示 法 的 一 般 说 明 


要 使 这 种 “明显 的 表达 式 ” 表 示范 数 成 为 可 能 需要 对 函数 概念 
作 什么 样 的 限制 ， 自 从 微 积分 早期 以 来 就 是 一 个 挑战 性 的 问题 ， 画 
数 常 常 不 是 从 分 析 上 给 出 的 ， 而 是 从 几何 上 或 机 械 作 图 上 ， 或 由 图 
形 的 几何 描述 给 出 的 ， 这 就 可 能 在 不 同 的 区 间 内 有 不 同 的 特性 - 

在 19 世纪 初期 ， 傅 里 叶 级 数 的 发 现 是 回答 这 个 古老 的 问题 的 
最 光辉 的 一 步 . 它 揭示 了 “任意 ” 闻 数 确实 能 够 用 收 敏 的 傅 里 叶 级 
数 来 表示 ,市 的 确 不 必 限 于 “解析 ” 务 数 . 而 且 , 其 至 依 里 叶 级 数 也 
并 不 包括 全 部 连续 哨 数 : 正如 我 们 只 握 过 一 下 而 未 加 证 明 的 那样 
人 们 能 够 定义 一 些 连 续 函 数 ， 其 博 里 上 叶 级 数 由 傅 里 叶 系数 形成 ， 但 
并 不 收敛 . 

尤其 值得 注意 的 是 ,放弃 在 无 穷 级 数 中 只 是 用 增加 高 阶 项 的 办 
法 来 达到 其 近似 的 原则 ， 我 们 就 可 以 对 任何 连续 聘 数 f(z) 构造 n 
阶 近似 的 三 角 多 项 式 或 有 理 多 项 式 Palz), 使 其 当 n 一 co 时 在 一 
闭 区 间 上 一 致 收 伍 到 给 定 的 函数 f(z). 


b, 魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 


我 们 来 证 明 下 列 是 诸 密切 相关 定理 

(a) 如 果 f(z) 是 闭 区 间 了 上 的 连续 函数 ， 了 包含 在 较 大 的 区 
间 -rr<z<T 里 面 ， 则 在 工 上 能 用 一 个 周期 为 2r 且 阶 n 足够 高 
的 三 角 多 项 式 来 一 臻 逼近 了. 

(b) 在 闭 区 间 工 上 的 任何 连续 函数 f(x) 能 够 用 工 上 的 z 的 多 
项 式 Ptz) 来 一 致 地 有 逼近 .这 一 陈述 是 属于 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 ， 可 用 
下 面 的 推论 来 补充 ( 见 第 604 页 ) : 

“(c) 如 果 f(x) 在 了 内 有 连续 的 导数 ， 则 近似 多 项 式 可 以 这 样 
选择 ， 使 得 多 项 式 的 导数 Pu(e) 一 致 地 带 近 导数 f"(z). 


{a) 的 证 明 是 相当 直接 的 、 首 先 我 们 用 一 个 分 段 线 性 函数 来 盘 
近 f(z), 它 的 图 形 是 一 个 画 在 f(x) 图 形 中 的 多 边 形 Ln(zx)( 见 图 
8.11). 如 果 多 边 形 的 维 坐 标 是 取 在 等 间隔 点 x1,z2,… ,zn 上 , 并 且 
常数 有 = zwri 一 x 选择 得 足够 小 则 由 于 连续 函数 在 区 间 了 上 一 
致 连续 ( 见 第 110 页 ), 显然 ， Ln(z) 同 f(z) 之 差 的 绝对 值 可 以 小 
于 任意 选 定 的 上 界 /2. 


8.11 ”用 多 边 形 对 连续 末 数 的 一 致 盐 近 


下 一 步 (如 图 所 示 ) 用 直线 联结 较 大 区 间 的 端点 -r 和, 因而 
在 闭 区 间 -r <z<r 上 把 Ln(w) 开拓 成 一 分 段 线性 函数 ， 仍 称 为 
Ln(z): 在 两 端点 上 都 为 零 的 这 个 函数 , 现在 能 周期 地 开拓 出 去 , 并 
且 按 8.6a 节 可 把 它 展 成 一 致 收敛 的 傅 里 叶 级 数 ， 如 果 m 充分 大 ， 
该 级 数 的 多 项 式 部 分 Sm(z) 同 Lm(z) 之 差 的 绝对 值 就 小 于 . 现 
在 sw 一 川 <1Sm 一 Ln|+|5n 一 拓 |< ,因而 (a) 得 证 四. 
为 了 证 明 (b), 按照 第 507 页 5.5b 节 , 在 有 限 和 Sm(z) 的 每 一 项 
中 我 们 用 带 有 一 致 小 的 余 项 的 泰勒 多 项 式 来 代替 三 角 函 数 cos vz 
和 sinvz. 因此 , 组 合 上 面 这 些 近似 式 , 我 们 构成 一 个 多 项 式 Pw(z)， 
使 得 |Pv(z) - Sm(z)| < 三 , 这 里 必须 选择 足够 大 的 N 以 获得 准确 


1) 如 果 我 们 假定 f(z) = 真一 gj) 那么 当 了 是 整个 区 间 一 ”< zx < 十” 时 ， 这 些 绑 
及 人 0 然 有 多 在 这 我们 作 久 前 一 村 选择 一 个 近 似 的 多 过 形 工 af2), 只 禹 使 Ln( 一 "7) = 
nT} 一 —7) 三 四 
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度 /2. 综合 起 来 ， 如 果 选 择 的 m 使 | Sw(z) 一 f(z)| < 三, 我 们 在 
较 小 的 区 间 上 -- 定 有 |Pw(x) - f(x)| < <. 


"ec. 按 算术 平均 值 的 傅 里 时 多 项 式 的 费 耶 三 角 近 似 式 


有 一 个 直接 而 又 相当 明确 的 构造 近似 多 项 式 的 方法 能 够 非常 
简单 地 证 明 8.7b 节 的 定理 (a). 这 种 构造 是 由 下 述 值得 注意 的 费 耶 
定理 提供 的 . 

定理 如 果 Sn{z) 是 周期 连续 函数 7 7) 的 n 阶 传 里 叶 多 项 式 , 则 


¥n 一 oo 时 算术 平均 值 LL 二 


Fg) 二 5o(z) 二 Sn(z) 
Bl 

在 通常 的 傅 里 叶 逼 近 中 ,不管 发 生 怎样 的 扰动 振荡 ， 这 个 定理 
由 于 取 平 均 而 保证 了 级 数 的 收敛 性 ， 

证 明 这 个 定理 的 证 明 类 似 于 傅 里 叶 尾 式 的 主要 定理 的 证 明 ， 


sin n+ 了 
然而 它 更 简单 些 ， 因 为 这 里 振荡 核 一 一 一 一 一 由 正 的 “ 费 耶 


2sin 二 
sin Tz 


LOADEN 
sin—{n+t+1)t 9 
Sn(t) = 2 “ 
| 2sin 工 ; 】 n+1 
2 
来 代替 . 我 们 首先 注意 到 , 第 659 页 上 的 负数 on(a) = teosat 
“十 cosna 利用 余 纺 的 加 法 公式 能 写成 下 述 形式 


sin n+ [a sin 工 wai n+ [a 
2 m2 2 


2 sin Fo 2gin2 pi 


onfa) = 


_ 1 cosna— cos(n+ Da 


2 1 一 cos Q@ 


因此 ， 我 们 得 全 公式 


goa) + oo + +on(o) 1 1 — cos(n + la 
n+l 2{n + 1) 1—coso 
1 sinl(n + 1)}a/2] \? 
”2(n+1) ( sin(o/2) ) 
= Sn (a). 


因为 按 ow(a) 的 定义 [网 第 659 页 (14)] 


1 
+/ aufajda = 


zf Snfajda = 1. 
现在 [ 见 第 671 页 (28aj] 


从 而 得 到 


Su{z) = 二 / "flr + ontt)dt 
因而 


F(x) = 广 f(z + loo{t) + :+ on(t)]jat 


TD +1) 
= 二 £ + tS (tat. 
对 任何 正 的 6 

fe) — Pols) =F 三 Eee ~ fet sole 
6 

-元 DG) fle + lsat 

+ fe) (e+ tsnltyd 

1 一 下 
+ 二 U0) fe + lsat 
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现在 因为 f(x) 是 一 致 连续 的 ， 因 而 我 们 能 够 选择 一 个 5， 使 得 对 于 
所 有 在 [~*,*] 上 的 > 和 对 于 上 <5 有 |f(z) 一 fz 十 | < 可 6. 此 
外 了 是 有 界 的 ， 璧 如 说 |f| < 对 . 因为 按 其 定义 


1 
|Sn{t)| < TS 


对 < 全 <m 我 们 用 So > 0 求 出 
f(z) — F(a)| < 二 二 [Sli 
一 在 
+ 各 f [Sa(t)lat + 至 人 他 


< 了 2 2 
< 闸 人 St 
-2+ -和 
5 (tami) 


显然 ， 当 n 足够 大 时 ， 

(f(z) — Fn(s)| < 6, 
因而 定理 得 证 . 
*d. 在 平均 意义 下 的 扎 近 和 帕 训 瓦尔 关系 式 


两 个 在 闭 区 间 了 上 连续 的 函数 g{z) 和 (2) 的 接近 程度 ， 从 一 
致 收 化 的 驶 点 看 ， 可 用 |9(%) 一 htz)| 的 最 大 值 来 度量 ， 在 工 上 的 连 
续 汕 数 gtz) 的 最 大 绝对 值 称 为 它 的 最 大 范 数 , 当 nn oo0 时 ， 我 
们 可 以 把 函数 序列 f 一 致 收 和 敛 到 函数 六 说 成 差 f 一 大 的 最 大 范 
数 趋 于 0, 或 者 也 可 以 说 成 差 fi fm 的 最 大 范 数 赵 于 0. 

很 自然 ， 对 于 储 里 叶 近 似 式 而 言 (及 本 书 范围 之 外 的 其 他 的 重 
要 数学 理论 ), 两 个 函数 之 间 的 偏差 需 给 以 另外 的 度量 或 “ 范 数 (norm)”， 
或 者 考虑 一 个 函数 p(x) 离 恒 等 于 零 的 函数 的 距 高 是 多 少 就 舰 了 . 
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这 就 是 “二 次 平均 ” 或 者 “ 均 方 范 数 "hp =|| 4 外 它 由 下 述 的 平均 值 
来 定义 ， 
w=/ tea lh, 


式 中 ! 是 区 间 了 的 长 度 . 这 是 一 个 比 最 大 范 数 稍 粗 糙 一 些 的 度量 ， 
因为 它 的 值 小 并 不 一 定 玫 示 函 教 值 处 处 都 是 小 的 - 

作为 一 个 例 ， 函 数 z" 在 区 间 了 :0 < x < 1 上 的 范 数 有 值 
(2n + 1)- 二 , 当 n 选 得 足够 大 时 ， 这 个 值 可 以 任意 小 ， 但 是 对 于 
2 一 1, 了 数 zx" 等 于 1， 

如 果 当 nn 一 oo 时 ， 二 次 范 数 ‖f 下 | 趋 于 零 ， 那 么 ， 我 们 
就 说 在 二 次 平均 意义 下 f, 趋 于 了 . 

由 于 下 述 的 所 谓 三 角 不 等 式 ( 它 相 当 于 数 的 三 角 不 等 式 ， 见 第 
16 页 ) 成 立 ， 所 以 把 二 次 范 数 视 为 距离 是 颇 为 有 用 的 . 这 不 等 式 即 
lf+glslfl+lgl, 是 对 于 两 个 函数 f 和 9 而 言 的 ， 它 


可 由 下 面 的 推理 立即 得 到 : 取 了 = 了 ,0 一 下 9 ,应用 不 等 


pq < 十 (p? + 四), 并 在 工 上 积分 ， 我 们 求 得 


了 / f(z)g(z)dz <| fH: gl. 


现在 
f+ = ft) + goa 
= P+ ig +i f(s(e)ar 
< (fF1+ hg) 
或 


上 7+g1sll 7 二 9， 


借助 这 些 概念 ， 我 们 可 以 把 8.6b 节 的 贝 塞 耳 不 等 式 看 得 更 清 
楚 . 我 们 首先 指明 ， 在 “二 次 平均 * 的 意义 下 ， 用 一 个 其 系数 c,d, 


是 可 扒 自 由 选择 的 n 阶 三 角 多 项 式 
十 yw COS VT + dy sin vx) 
v= 二 1 


二 》， Deiua 


Vv 二 ~ 


Co 
和 = 斑 


[其 中 mo = 全 ,B+B-w = cw,i(B -8_v) = 纪 | 去 通 近 一 个 给 定 的 
分 段 连 续 函 数 时 ， 其 最 佳 融 近 是 由 传 里 叶 多 项 式 


Tz 
a 。 
Sn 一 他 十 (au Cog VT + b, sin vx) 


wv 二 1 


二 > Qe 
给 出 的 ， 式 中 av,b 和 ow 是 实 的 和 复 的 傅 里 叶 系数 ， 它 们 分 别 根 
据 第 669 页 公式 (26) 由 f 确定 . 
为 了 简明 起 见 ， 证 明 用 复 的 形式 写 ， 在 区 间 了 工 = [7,7] 上 对 
沂 数 e** 利用 正 交 关系 (25) 容易 得 到 : 


1 3 。 
+/ (0- >». Bue ) dz 


L=—n 


= 了 1 be 一 2 2 ae 十 2) dz 
fh -2 2 pot 2 00 

-7 了- De + ba -Be -P 

= FI- > w+ ba _B)(aw 局) 

-17 -> lo + le Bul; 
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显然 ， 当 把 B, 选 为 傅 里 叶 系 数 av 时 ， 邵 当 av = 名, 或 等 价 地 ， 
Cv = Gy, dy 一 by 时 ， 上 述 瑚 达 式 达到 极 小 值 . 

利用 上 面 得 到 的 逼近 结果 ,现在 我 们 能 够 证 明 帕 塞 瓦尔 (Par 
gevyal) 定理 : 

由 塞 耳 不 等 式 


+ P+) st Hye 


当 n 一 co 时 , 变 为 帕 寨 丽 尔 等 式 


08 十 y (ez 十 可) = 2 f(x):de, 


v=1 
适用 于 任何 周期 为 2r 的 对 一 - 切 z 连 续 的 函数 ， 

证 明 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 关于 三 角 多 项 式 的 逼近 定理 ， 我 们 可 
选择 一 个 多 项 式 序列 T 使 得 f(z) 一 T(z) 对 z 一 致 地 趋 于 零 ， 于 
是 ， 当 nn 一 oo 时 也 有 

之 人 (f(s) 一 了 (zj]2dz -+ 0. 
但 是 ,按照 我 们 上 述 的 结果 ， 在 一 切 n 阶 依 里 叶 多 项 式 中 ， 在 平均 
的 意义 下 ， 健 里 叶 多 项 式 


Sr(o]= 二 十 30 Cos8 VT + b,, sin zz) 


对 f(z) 给 出 最 佳 的 逼近 ， 所 以 
让 [V0)-SnoPas < Ef Le) -Tooleae 


2x 
从 而 得 到 
lim -了 = (f(s) — Sn (zar =0. 


no0 27 
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如 同 第 692 页 一 样 , 平方 被 积 函 数 , 我 们 就 得 到 了 帕 寒 瓦尔 关系 式 . 
最 后 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 f(z) 有 几 个 跳跃 间 斯 点 ， 直 塞 殉 尔 
关系 式 仍然 保持 有 效 ， 这 里 我 们 省 略 了 这 个 简单 证 明 . 


附 录 I 


"A.I.1 周期 区 间 的 伸缩 变换 ， 傅 里 叶 积分 定理 


对 我 们 的 周期 函数 ， 可 用 任何 区 间 -8B < z < 8 代 换 基本 区 
间 -rr<z<r' 用 变换 y= mz/B 将 这 个 长 度 为 2B 的 区 间 转 换 
为 区 间 -x < y < m, 并 且 将 周期 为 2B 的 前 数 f(z) 转换 为 周期 为 
2r 的 函数 g(y) = f(By/7) = f(z). 记 为 复 的 形式 [ 见 第 670 页 公 
式 (27b)] 的 主要 定理 ， 歼 售 着 


Op 
1 fr io 
gD)= >， 元 / g(t)e tw at. 


一 一 DO 


根据 这 个 变换 ， 于 是 
oo B 
f=- 亩 De (0 


这 里 积分 变量 用 s = Bt/r 代替. 

对 于 在 区 间 -日 < x < 马上 每 个 分 段 光 滑 的 滑 数 ,关系 式 (41) 
是 有 效 的 - 

我 们 令 7/B =vx/B = vh = w, 并 且 将 (40 写成 下 述 形式 


op B 
(zh = 去 2 a fla)e-iv(e—*) ds 


1 之 ,i 
= gr ba he™»?H,, 


v==—00 


号 

其 中 H, = / eivsf(s)ds. 现在 就 BB 一 00 或 Au =h 一 0 取 极 
—B 

限 ， 这 在 形式 上 的 可 行 性 是 明显 的 ， 因 而 得 到 


f(z) = 去 人 ezqdu 人 e iv (5)as. (42) 


这 就 是 健 里 叶 积 分 公式 , 这 个 公式 将 在 第 二 卷 中 对 一 大 类 函数 了 给 
以 严格 证 明 . 这 个 公式 可 写成 明显 对 称 的 形式 ， 把 它 作为 一 个 函数 
f{z) 和 它 的 “ 傅 里 叶 变 换 "F(w) 之 间 的 一 对 互 反 的 积分 关系 式 : 


1 ” —iwa 
Fl(2) = J 三 fls)e ds, (43) 
f(z) = [. Flueiv*dy. (43a) 


傅 里 时 积分 公式 (42) 可 写成 不 包含 虚 指 数 的 形式 ， 我 们 只 需 
利用 表示 式 


ET 22( 工 一 5 


ere =e€ cos us — £2) — tsinu{s— I). 


因为 sinuls 一 2) 是 的 奇 旺 数 ， 而 cos uls 一 +) 是 个 函数 ， 从 一 oo 
到 +eo 对 忌 的 正弦 项 的 积分 为 零 ， 而 积分 余弦 项 得 到 从 0 到 oo 积 
分 值 的 两 倍 . 因此 


OO 十 oo 
f(z) = = / du 人 fla) cosu(s — zjds (43b) 


* A.I.2 非 连续 点 上 的 吉 布 斯 现象 


在 一 个 跳 茎 和 闻 断 点 附近 的 情 里 叶 级 数 的 收 合 性 质 显示 出 一 个 
值得 注意 的 特点 ， 这 是 吉 布 斯 (Gibbs) 在 考查 健 里 叶 多 项 式 


Sn(zj = 子 十 》 (ar cos vx + by sin yx) 
v=1 


的 图 形 时 发 现 的 ， 正 如 在 第 七 章 第 593 页 中 已 经 强调 过 的 ， 在 极限 
了 数 的 一 个 问 斯 点 的 附近 ,一 个 收敛 序列 的 不 一 致 收敛 性 能 够 用 通 
近 涵 数 的 连续 的 图 形 不 逼近 于 这 个 极限 函数 的 不 连续 的 图 形 的 方 
法 观察 到 

在 伟 里 叶 展开 式 中 ， 这 些 图 形 不 是 简单 地 通 近 增补 后 的 f(z) 
的 图 形 的 ， 这 里 的 增补 是 指 ， 在 跳跃 位 置 上 处 ， 用 和 直线 段 > = 
联结 两 个 端点 ， 而 是 这 样 逼近 的 ， Sn 的 图 形 表 示 了 波动 ， 这 波 在 
接近 时， 大约 以 总 踊跃 的 9% 超出 级 坐 标 /E+0) 和 f(é 0) 的 
上 下 两 边 ， 因 此 ， 由 近似 图 形 去 逼近 f(z) 的 图 形 时 ， 在 = = 6, 不 
仅 要 联结 f(z) 图 形 上 的 两 个 点 ， 而 且 要 增加 超过 两 个 端点 的 垂直 
线段 ， 见 第 651 页 和 652 页 图 8.4 和 8.5. 

从 数学 上 分 析 这 种 情况 是 简单 的 ， 只 需要 讨论 8.4d 节 的 函数 
xfe) 的 间断 性 就 可 以 了 , 第 685 页 上 的 一 切 跳 路 间断 都 可 化 为 Xx(a) 
的 情况 

对 于 正 的 =, 函数 二 X(z)[ 见 第 667 页 公式 (23a]] 由 下 式 给 出 


1 2 sin vw 
ZX 0 < 了 < 本 


根据 第 659 页 公式 (14) 的 积分 ， 我 们 得 到 


和 ein io 1 sn (n+ 村 ) 
Sn(z) = 2 一 aX + 一 一 一 此 


v=1 


因此 余 项 ra(z) = 廊 X(2) - Su(z) 取 形 式 


1 
z Sin (n+ 一 
rnafz) = 到 -/ +) 
式 中 


xz Zsin 工 t — 1 
pufz) = 1 一 一 乞 一 si ( 十 3) tdt. 
0 2tsin at 
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因为 表达 式 【 2sin + 一 t) / 2tsin 二 + 是 分 段 连续 并 且 有 分 段 连续 


的 一 阶 导 数 ， 第 662 页 上 的 引 理 就 列 含 着 对 0 < z <T, 当 半 一 oo 
时 ， pn(z) 一 致 地 趋 于 0. 此 外 ， 


当 n 地 oo 时 对 于 每 一 个 各 别 正 的 > 趋 于 以 见 第 663 页 ). 但 是 收敛 
是 不 一 致 的 . 显然 , 对 于 = 1,2,3,… 在 点 2 = 2kr/(2n++1) 上 ， 
cn 人 z) 的 导数 为 零 . 容易 看 出 ， 更 确切 地 ，cn(z) 在 点 zl,z3;z5， 
有 最 小 值 ， 在 点 za,z4;z6,… 有 最 大 值 . 此外， 在 最 小 值 点 c* 的 
值 形成 一 个 递增 的 序列 ， 于 是 ， 对 于 正 的 > 值 ， ofz) 以 下 面 这 个 
值 作为 它 的 “绝对 ”最 小 值 ; 


=7 (3 1 2 4 

2 2.3.3 2.3.4.5.5 
ne 

1 2.3.45.6.7.7 + 


包 一 0.090...7. 


当 n 很 大 时 ， 余 项 rm 近似 地 等 于 cn 因此 ， 当 nt 很 大 时 ， 近 似 
多 项 式 9。 超过 汗 数 x 大 约 (9/100)r, 即 约 为 在 原点 处 函数 的 右 极 
限 和 左 极限 之 差 的 9%. 因此 ， 5%(z) 的 图 形 的 振 落 分 支 确实 超过 
Xt{z) 图 形 的 高 度 并 且 呈 现 出 上 面 描述 的 极限 现象 . 

容易 看 而， 和 数 Sn(z) 的 费 耶 平均 值 是 没有 吉 布 斯 现象 的 . 


:* 696 ， 


*A.I.3 傅 里 叶 级 数 的 积分 


一 般 讲 ， 如 我 们 已 看 到 的 {第 601 页 ), 如 果 一 个 无 穷 级 数 是 一 
致 收敛 的 ， 它 就 能 逐 项 积分 ， 然 而 ， 对 于 傅 里 叶 级 数 我 们 有 一 个 值 
得 注意 的 结果 ， 就 是 逐 项 积分 总 是 可 能 的 .我 们 说 : 如 果 f(z) 是 


一 个 在 -x <z< r 上 分 段 连 续 的 函数 ， 它 具 有 形式 上 的 傅 里 时 展 


式 


1 = . 
可 20 十 (av cos vw 十 by sin vy), 


w=1 


人 
广 flz)dr = [ 到 codz 十 > 广 {ay cos vx + by, sin vr)dz, 


v 一 】 
就 是 说 信里 叶 级 数 能 逐 项 积分 . 此 外 ， 对 于 固定 的 x， 右边 的 级 数 
和 和 
这 个 定理 的 值得 注意 的 部 分 是 , 不 仅 不 需要 假定 级 数 的 一 致 收 
敛 狂 ， 而 且 甚 至 也 不 需要 利用 它 的 收敛 性 . 
为 了 证 明定 理 ， 如 同 第 684 页 一 样 定义 


F(z) = 人 | ftt) — $a dt. 


(Zz) 是 连续 的 并 有 分 段 连 续 的 导数 .此 外 ， 它 满足 条 件 F(x) = 
F(x) = 0, 于 是 把 它 周 期 地 开拓 之 后 它 仍 是 连续 的 、 因 此 ， F(z) 
的 傅 里 时 级 数 


1 2 . 
可 4 如 十 D(A cos vw + Bo sin vz) 


v=1 
一 致 收敛 到 F(z). 利用 分 部 积分 法 ， 当 wv 关 0, 我 们 得 到 傅 里 叶 系 
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数 的 值 


sinvt b, 


1 ™ 1 fr 
Ay 一 二 Feosvidt=-/ ft 
1 rf™ , _1 ™ cosvt ， au 
B= POsnvi== |/ i 性 一 六 
于 是 级 数 


F(x%2) — F(z1) 一 [hvtcos ziZ2 一 Cos VE1)} 十 吾 vfsin yza 一 sin zlj] 


v=1 


CO 
一 bp | 学 Cu VR2 一 COS VT1) 十 (sinves 一 sin we)| 
v 
w=1 


关于 = 一 致 收敛， 把 F(x) 换 成 /| fc) - co| dz, 我 们 得 到 关 
系 
人 be 一 到 | dz = > (av Cos vs + by sinvs)dz, 


这 正 是 所 要 证 明 的 . 


附 录 区 


*A.ITL.1 伯 努 利多 项 式 及 其 应 用 


a. 定义 及 健 里 叶 展 式 


在 泰勒 级 数 的 推导 过 程 中 (第 503 页 ), 以 & 为 参数 的 > 的 多 项 
式 户 (7) = (x 一 6)"/nl,n > 1 起 了 作用 . 这 一 序列 多 项 式 是 这 样 刻 
画 的 ， 每 一 个 多 项 式 Pnri 是 号 的 原 函 数 即 Pril®) 三 (2), 而 
且 ， 记 (tj)=0 和 (zx) 三 1. 
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我 们 现在 按 逐 次 积分 来 构造 另 一 个 重要 的 多 项 式 序列 ， 即 伯 
努 利多 项 式 序列 ， 然 后 我 们 将 把 这 些 多 项 式 开 拓 为 周期 函数 并 展 
为 傅 里 叶 级 数 . 

对 0<z<1, 伯 努 利多 项 式 加 (z) 递归 地 用 下 列 关 系 式 来 定 
尺 ; 

$5 (7) 三 Pn-1(2), 4of(z) =1, (44a) 
f ‘gs)dz =0. n> 0. (44b) 
0 

对 已 知 的 Po P11 Pn—1s 由 条 件 {44a) 来 确定 Pns: 其 中 含有 

一 个 任意 的 积分 常数 ， 这 个 常数 可 由 条 件 (44b) 完全 固定 . 根据 数 


学 归纳 法 我 们 立即 看 到 ， $n 是 一 个 具有 有 理 系 数 的 ”= 阶 多 项 式 . 
前 几 个 伯 努 利多 项 式 是 容易 计算 的 : 


4otz) =1, 


a34 了 2 有 ”一 725 
当 n>1, 按 (44a,b) 我 们 有 


$n(1) — pnt0) = 1/ p(t)dt = 0. 


于 是 ， 多 项 式 函 数 $, 可 以 从 基本 区 间 0 < x < 1 开拓 到 所 有 的 x 
使 其 成 为 以 1 为 将 期 的 连续 的 周期 函数 Wan(z), 称 为 伯 努 利 函 数 ， 
而 函数 加 (x) 同 非 连续 函数 77 4(2rz 一 T) 相 重 合 ， 并 且 能 够 表示 
为 傅 里 叶 级 数 ( 见 第 667 页 公式 (23b)) 


1 fF sin2nx sin 4 了 sin67rz 
Wi(z) = 一 元 ( I 十 一 广 一 十 了 十 …: 上 。 (45a) 


,699 ， 


通过 恶 次 积分 ， 我 们 就 得 到 


2 > Cos 27kt 


pn(t) = (—1) /3+1 - (27)" Br 


当 n 是 偶数 ， (45b) 
2 2 sin 27kt 
(2m)n 2 Ra 
在 原来 的 区 间 0 < x < 1 上 ， 周 期 函数 由.(t) 恒 等 于 伯 努 利多 项 式 

pn lt). 
当 nn 是 偶数 时 ， 办 是 偶 函 数 ， 当 n 是 奇数 时 ， 几 , 是 奇 销 
数 ， 等 价 地 说 


加 全 = (DC+D12 ， 


当 n 是 奇数 (45c) 


bn(—2) = (~ wn). (45d) 
在 逐个 的 伯 努 利多 项 式 中 , 常数 项 组 成 一 个 值得 注意 的 有 理 数 
序列 


$n(0),， 当 nz1, 
he nol (46a) 
从 健 里 叶 展 式 我 们 立即 得 到 
bn = 0, 当 nn 二 3,5,… ,为 奇数 时 ， (46b) 


B77 证, 当 n 一 2,4…, 为 偶数 时 。 (46c) 
k: 


二 1 


bn, 三 (—1)"/2+1 


而 且 ， 显 然 当 ”= 2m 为 偶数 时 ， 52wm 的 符号 交替 变换 
代替 随 ” 的 增加 而 迅速 减 小 的 数 5b, 雅 可 布 . 伯 努 利 引 入 下 列 
多 少 更 合适 一 点 的 数 : 


Br = (—1)™ (2m)!bz,, (47) 
我 们 称 它 为 伯 努 利 数 .( 数 Bsn 二 (了 "1Bm 与 在 第 631 页 引入 
的 伯 努 利 数 是 恒 等 的 ， 这 在 以 后 将 成 为 明显 的 , ) 特别 地 ， 


1 1 1 1 

B= 一 B= 有 oP 

1 6， 2 0 za B84 30， 
5 691 7 

B 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 

sr 370' B= 6 
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作为 公式 (46c) 的 一 个 结果 ， 在 


名 2 和 
4) 
里 ， 当 整数 。 = 2n 时 ， 我 们 通过 已 知 的 这 些 数 给 出 了 获 曼 《 函 雪 
c(s) 的 明确 的 表达 式 ( 见 第 629 页 ) 例如 ， 我 们 得 到 信 得 注意 的 公 
式 如 


1+ 二 + 二 + 由 +… 二 一 =((2) 
22 32 笃 四 
及 ， 
1 1 1 nr 
1 1+.= (4 
tt mm- (9 


当 n 一 00 时， 数 妃 和 Bn 分 别 趋 于 零 和 无 穷 大 ， 因 为 ， 首 
先 ， 我们 有 


于 是 
2(27) 2 < |bon| < A(2m) 2. 


因为 2?r > 1 并 且 当 一 oo 时 (27)-? 一 0, 我 们 有 bzn 一 0, 而 
加 n+1 二 0. 此 外 ， 


Bn, = (2n)l|bzn| > 2{2n)1(27)—?". 
容易 看 出 ， 右 边 趋向 无 穷 . 
*b, 生成 画 数 ， 三 角 余 切 和 双 曲 余 切 的 认 勒 级 笋 


伯 努 利 数 和 伯 努 利多 项 式 以 一 种 漂亮 的 方式 引导 到 余 切 和 有 
关 函 数 的 泰勒 展 式 ， 这 些 展 式 最 容易 由 所 谓 的 伯 努 利 函数 的 生成 


函数 {generating function) 得 到 ， 即 由 下 面 这 个 消 数 得 到 : 


Flt,2) = 9 Pnlt)z"™. (49) 


全 二 人 
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这 是 一 个 z 的 窟 级 数 ， 它 的 系数 是 参数 t 的 伯 努 利 函 数 . 根据 方程 
《45) 的 储 里 叶 展 开 ， 对 所 有 t 和 n> 2 我 们 有 如 下 估计 


(pn(O < | 让 | 3 让 < [| 过 喜 
4 


3(27)” (27)™ 


因此 F(t,z) 的 级 数 的 n 次 项 的 绝对 值 小 于 4(|zj/2*)*. 如 所 周知 ， 
用 级 数 


作 比 较 可 得 到 ， 对 所 有 的 t,z 的 靠 级 数 的 收 敏 半径 至 少 是 2r. 
因为 对 |z| < 2r 内 的 一 个 固定 的 z, F(t,z) 的 级 数 具 有 一 个 与 
t 无 关 的 收敛 控制 级 数 ， 由 一 般 理 论 ( 见 第 599 页 ) 推 知 对 所 有 的 
级 数 一 臻 收敛， 所 以 它 能 够 在 这 个 区 域内 逐 项 积分 。 如果 微分 所 
得 的 级 数 也 是 一 致 收敛 的 话 ， 它 也 能 够 逐 项 微分 .我 们 利用 这 个 事 
实 来 确定 F(t,z) 的 明显 的 公式 ( 见 第 604 页 ). 在 0<t<1 中 ,对 
t 逐 项 微分 ( 当 上 = 0 或 上 = 工时 ， 办 人 区 没有 导数 ) 就 形式 地 得 到 


d oo 
= 2 Wn—1(t)2™ 
= 2 ni(t)z"! 
n=1 


一 & 》 prn(t) 2" 
n=0 
一 zF{t, 2). 
这 个 级 数 同 原来 的 级 数 具 有 相同 形式 ， 因 而 确实 是 一 致 收 伍 的 ， 所 
以 和 逐 项 微分 是 正当 的 . 因此 ， 对 于 在 |z| < 2r 内 每 一 个 固定 的 > 和 


对 于 0 < 上 < 1 生成 痪 数 F(t,z) 适合 微分 方程 dF/dt = zF(t,z). 
这 个 微分 方程 的 通 解 是 下 = ce 其 中 < 是 一 个 因子 ， 它 的 值 依赖 
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于 参数 z( 见 第 251 页 ). 为 了 确定 我 们 对 t+ 从 0 至 积 分 F(t,z) 


的 级 数 : 
/ | Flt,z)dt =e / e*tadt 


e*—1 


-/ 3 z™pn (tydt 


n=0 
=1 ro nlt)at = 1. 


因而 ，¢ = z/(e? - 1 所 以 我 们 得 到 最 后 的 结果 


Ze’t 


F(t,z) 一 公开 (50) 
在 这 个 表达 式 中 令 上 一 0 我 们 得 到 函数 z/(e* 一 1) 的 泰勒 级 数 : 
lim F(t,z) = 1 2", 
由 于 有 有 = -过 ， 两 边 加 上 = 了 就 得 到 
二 二 tl+ Db (51) 


这 个 公式 附带 表明 , 数 下 = nlbs 就 是 在 第 631 页 中 介绍 的 伯 努 利 
数 ， 由 于 to = 1 和 当 ?” 为 奇数 时 如 = 0, 我 们 有 


ez 十 1 z z e:/2 + e—*/2 
ez—1 “ 2 9 ezf2 _e-212 
1 
i 2cosh 2 
一 一 ， 
2 2 sinh 可 


= 于 zcotb 卫 z 一 一 yb z2" 


nt 二 0 


一 >» EE Zan . (52) 


因此 ， 我 们 得 到 了 已 在 第 632 页 给 出 的 双 曲 余 切 的 泰勒 级 数 . 这 些 
泰勒 系数 周 伯 努 利 数 有 简单 的 关系 ,现在 我 们 已 经 证 明了 ， 对 所 有 
的 jz| < 2r 展 式 成 立 . 

类 似 地 ， 我 们 得 到 通常 的 (三 角 的 ) 余 切 的 泰勒 级 数 ， 对 |z| < 
27,0 < 上 < 1, 我 们 从 对 生成 函数 


Gt,z) = 》 (一 "Wan 人 bz2 (53) 

n=0 
微分 两 次 开始 ， 我 们 得 出 G 满足 微分 方程 2G/dt? + 22G = 0, 这 
个 方程 的 通 解 是 已 = acos(zt) 十 bsin(zt),a 和 68 与 t 无 关 ， 但 可 能 
以 z 作为 参数 . 为 了 确定 a 和 请 我 们 利用 两 个 条 件 . 首先 ， 通 过 
逐 项 积分 求 出 [ GI(t,z)dt = 1. 其 次 ， 对 所 有 的 z, 通过 逐 项 微分 


求 出 
dG{(t,2) _ 1 3? 
1 dt 7 a?) 


在 微分 中 我 们 利用 了 当 %>1 时 
pon(0) 三 pan—1(0) 三 bon_1 一 0. 
这 些 条 件 蕴含 着 


@ 一 之 cot 之 六 二 之 
”2 2 2 


所 以 当 lz| < 2r,0 <t<1 时 有 


coa(zt — z/2) 


4 
CU 本 一 本 BC 


详细 的 证 明 留 给 读者 . 
如 果 在 这 个 公式 中 令 t 一 0, 我 们 就 得 到 在 |z| < 2x 内 的 余 切 
的 泰勒 展 式 ( 见 第 632 页 ) 
G(0,z) = 3 (_l)nbaszn = 了 cot 3 (54) 


n=0 
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c. 欧 拉 - 帮 克 劳 林 求 和 公式 


在 5.4b 节 中 ， 我 们 利用 逐 项 分 部 积分 得 到 了 泰勒 公式 .在 下 
面 欧 拉 的 一 个 著名 公式 的 类 似 推导 中 ， 伯 努 利 多 项 式 ， 或 者 确切 地 
说 ， 他 们 的 周期 开拓 幼 的 代替 了 前 面 的 多项式 (t -5)"/nl.( 我 们 
用 0 和 1 代替 了 第 503 页 上 的 a 和 ,借助 于 把 变量 t 变换 为 变量 
5 的 变换 s = (t 一 a)/ Wb 一 中, 这 总 是 可 能 的 ， 因 而 这 是 一 个 非 本 质 
的 改变 . ) 

我 们 以 前 的 泰勒 公式 的 推导 是 从 关系 式 


1 
FID- f(0) = 1 f(Ddt (55) 
心 
开始 的 ， 现 在 我 们 相应 地 改变 为 从 关系 式 
1 1 
[ f(t)dt = 1 f(t)polt)dt (56) 
人 站 
开始 ， 这 个 公式 引导 出 较 大 的 对 称 性 ， 因 为 
物 人 的 三 以 人 的， 网 (+0) = - 开 ， 
并 且 回 (1 一 0) = 二, 用 分 部 积分 公式 


1 1 1 
/ td 一 uo 一 / vdtu, 
0 0 Jo 


当 k = fb 二 (9, 了 (0) = 放 , 了 (1) = 五, 得 到 ( 见 第 三 章 第 311 
页 ) 


h roa=30+ A | rem, 
和 + 站 = fat f rma (0) 


1 
这 是 关于 左边 的 和 与 积分 /f(s)dt 的 偏差 的 一 个 显示 表达 式 
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由 于 办 (z) 的 周期 性 ， 相 应 的 公式 对 每 两 个 相继 整数 之 间 的 区 
间 保 持 有 效 ， 所 以 我 们 立即 得 到 


斑 如 十 太 十 户 十 十 包 -十 于 记 
= [ “f(s)dr + 上 “Pei(aaa， (58) 
0 [4 
或 对 任何 区 间 a < x <b, a 和 5 为 整数 ,我 们 有 
fot forit+ :+ fo1 


b 是 1 
= fradrt | flewr)dr— (fo fo). 
[UC A sao, 


这 样 ， 我 们 就 得 到 了 关于 左边 的 和 (在 增 函数 情况 下 就 是 内 接 矩 形 
的 面积 ) 同 右边 的 第 一 项 ( 曲线 下 的 面积 ) 之 间 的 差 的 一 个 精确 的 
表达 式 .公式 (58a) 是 欧 拉 - 玫 克 劳 林 求 和 公式 最 简明 的 表示 

很 自然 可 反复 用 分 部 积分 法 去 改善 这 个 结果 , 令 #= (2), du = 
由 (z)dz, 将 表达 式 有 了 (z)h(z)dz 积 出 来 ， 我 们 得 到 


各 b b 
f radar = f(s - f foal 
由 于 
Wz (6) = p24) = Ya(0) = bz, 
所 以 第 一 项 形 如 
br- 多- Fa). 
第 二 项 可 再 用 分 部 积分 法 ， 得 到 


b 
-ba[f"(B) — "(a)]+ / jw(zjya(zjdz. 


这 里 ， 由 于 bs = 0, 所 以 第 一 个 表达 式 等 于 零 ， 我们 再 用 分 部 积分 
法 ， 得 到 ， 
balf "(6) _ 六 (gj] _ / f(rhpalr dz. 
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重复 这 种 计算 ， 一 直 进行 到 Vo, 我 们 就 得 到 欧 拉 求 和 公式 的 一 般 
形式 
b 1 
fat foartet f= f Fe)de ~ FU) ~ fl)) 
此 
+ DD bonlf "D6) - Fn-D (0)] + Ro, (59) 
=1 
其 中 余 项 Rs 可 以 写成 下 列 两 种 形式 中 的 任何 一 种 ， 
[2 
Rs=- / f C28) (gyrpar (wm)de, (60) 
或 
b 
Ri = / futD (gp)ponri(w)de. (60a) 


d 应 用 ， 渐 近 表 达 式 


收 化 展开 式 . 欧 拉 的 求 和 公式 能 够 应 用 于 不 同 的 情况 . 首先 ， 
如 果 当 一 oo 时 Rp 一 0 则 无 穷 级 数 


》 bonlf 人 一 2 Daj] 

n=1 
收敛 ， 因 而 公式 给 出 了 一 个 重要 方法 ， 把 相应 的 级 数 的 和 表示 成 封 
闭 形式 ， 或 者 说 把 确定 的 函数 表示 成 级 数 . 

非 收 合 展 开 式 . 其 次 ， 而 且 更 重要 的 是 ， 当 上 -co 时 余 项 Rs 

可 以 不 趋 于 零 ， 上 述 级 数 不 一 定 收敛 ， 虽 然 最 初 可 以 出 现 当 大 增加 
时 绝对 值 |Rx| 减 小 ， 因 而 |R| 对 适当 选择 的 & 值 是 很 小 的 ， 然 而 
|BRx| 在 后 来 就 开始 ( 当 上 很 大 时 ) 猛烈 地 增加 ， 在 这 种 情况 下 ， 对 
数值 计算 来 说 ， 求 和 公式 能 够 是 一 个 重要 的 工具 .虽然 它 不 能 像 收 
敏 级 数 那样 获得 任意 高 的 精确 度 , 但 是 我 们 仍 能 够 在 误差 范围 内 计 
算 左边 的 值 , 这 个 误差 至 多 等 于 |R| 的 最 小 值 , 而 这 最 小 值 常常 是 
一 个 令 人 很 满意 的 精确 度 . 我 们 将 考虑 这 两 种 现象 都 存在 的 例子 . 
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例 ， 指数 函数 我 们 首先 对 某 个 固定 的 z 来 考 忠 函数 f(z) = 
e”™. 到 a=0 和 65=1, 对 任何 数 上 ,我 们 得 到 关系 式 


jo= | yt- 了-7O 


Ek 
十 >》 ban[f "(6) — FO" (a)] + Rr. 


n=1 


因此 ， 
ez—1 1 2 
1= 一 一 -了 -1 二 —1)+ Ry 
ex 一 名 
= -一 -和 | + 
式 中 


1 
RR: = -/ zherpor (zdz. 
0 


由 于 |wzx(z)| < 4/(27)2*( 第 703 页 ), 从 而 得 到 


4 [zf 2k 
2k .elzl 一 del 本 | 
[Re| < tz| "+:e Car) 4e (二 ) ， 


或 者 至 少 对 |z| < 27 而 言 Bk 一 0. 因此 ， 在 求 和 公式 中 ， 对 于 这 
些 z 的 值 我 们 可 以 容许 上 无 限 地 增长 ， 就 对 函数 z/{e* 一 1) 得 到 


ez—l 


1 Dy bm”, (61) 
这 个 公式 已 用 另外 方法 求 出 过 (第 704 页 ). 我 们 注意 ， 收 化 区 间 仍 
是 |z| < 27. 
e. 竺 级 数 的 和 ， 怕 努 利 数 的 递 推 公式 


当 歼 敛 的 欧 拉 求 和 公式 右边 的 级 数 仅 含有 限 多 项 , 特别 是 如 果 
阔 数 f(z) 是 一 个 + > 1 阶 的 多 项 式 ， 从 而 产 +1(z) 恒 等 于 0 时 ， 
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就 旺 更 出 更 为 简单 的 情况 我 们 选择 f(z) = ze = 0 一 mm 并 且 
k > 7. 为 简单 起 见 ， 我 们 再 次 引入 以 前 (第 704 页 ) 定义 的 伯 努 
利 数 的 序列 Bx, 对 所 有 的 n 定义 为 B2 = mbn, 注意 到 


Bi = 1 Br = -了 ,下 = Bt=B=...= B=0, 
我 们 看 出 ， 欧 拉 公 式 (59) 取 下 述 形式 
1 十 2 十 3 十 十 全 一直 
= 三 2 dz 十 2 过 FED Un) -FD 0)) 


n't! TT B* 
一 rfro1)..-.{r— 2 人 7 一 z 二 1 
rTTT+ 了 | r(r 一 区- 他 一 2 十 2 


J 二 


一 1 ?+1 r 二 1 * 十) 
-二 | +>( + ) az 

*+1 
一 si bs MD 


»=D 
这 个 公式 能 够 用 符号 写成 下 述 形式 
1 十 矢 十 3 十 十 人 一 二 7 
{(n + .B*)"+! _ B""+i}, (62) 


1 
?二 +1 
式 中 括号 里 的 项 要 在 形式 上 用 二 项 式 定理 展开 , 并 且 诸 “ 短 "B* 的 
每 一 个 要 用 相应 的 伯 努 利 数 玉 代替 ， 例 如 
1 十 果 十 22 十 :十 人 一 切 
- Cn + 3n2B1 + 3nBs) 


= {2n3 一 3n2 + n), 


6 
1 十 中 二 33 二 十 (人 一] 
= inn 1) 
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(参看 第 69 页 ). 
令 n= 1, 公式 (62) 就 取 下 述 形 式 


{+ Br 一 Bert =0, 
或 
代 十 吾 *Jr+1 一 再 *r+lir > 1 (62a) 
这 正好 是 在 第 631 页 给 出 的 BB 的 递 推 公式 . 
f. 欧 拉 常数 和 斯 特 林 级 数 


在 第 二 种 情况 下 ， 即 在 发 教 的 情 吝 下 ， 欧 拉 - 麦克 劳 林 公式 应 
用 的 一 个 例 是 由 函数 f(z) = 二 给 出 的 ， 在 公式 中 取 = 1 = mw 
则 根据 (58a) 有 


1 1 
1 二 了 + 本 + 二 
nl 


-二 +3(1-2)-/ Sa (63) 
1 


1 fe) 


1 
lt+F+F+7+ "+ 让 -ben 
1 " hl) 


2n ] 22 


因为 对 所 有 的 = 都 有 |wi(z)| < 二 ,所 以 当 ” -+ oo 时 ， 有 边 
的 积分 收 敏 , 于 是 这 个 积分 的 绝对 值 总 比 收敛 积分 人 dz/z? 的 什 
小 、 因 此 ， 我 们 得 到 下 述 关系 式 


Lm br 一 一 ]og 中- = -/ 多 多 (2) 一 一 rc = 人 0, (64) 
=1 
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确定 的 常数 C, 即 欧 拉 常 数 ， 已 在 第 589 页 中 介绍 过 , 
于 是 我 们 有 两 个 结果 : 调和 级 数 增长 的 阶 和 对 数 增长 的 阶 相 
同 ， 两 者 都 发 散 到 无 穷 ， 而 二 者 之 间 的 差 有 一 个 明显 的 表达 式 


~ 1 1 f/f™® p(s) 
OR Pen-C-R= + dz. 
我 们 注意 到 ， 当 ”一 oo 时 ， Rs 至 少 是 一 阶地 趋 于 0， 


当 我 们 在 第 708 页 的 公式 (59) 中 令 f(z) = logxw,a = 1,b =%n, 
就 得 到 一 个 更 重要 的 应 用 .这 时 


log1+iog2+.…+log(n — 1) 
1 
=nlogn—n+1— Fsn 


k 1 
一 bom (2 一 2)! ( 一 二 
pb 7 
* (2k)! 
十 / bossi(ojda 


两 边 加 上 log mn, 就 得 到 


1 (2m ~ 2)! 
log ml = (" 十 3) logn—n+eg + 2, nam bam 一 Pa) (65) 
式 中 
> ” (28)! 
人 二 上 一 bom{2rn 一 2)! + 了 5 Warti(r)dz, 


mm 二 1 


rE (n) 二 / oni)dr. 


由 于 函数 yzs+i(z) 是 周期 的 ， 因 而 对 所 有 的 * 是 有 界 的 ， 所 以 当 
k > 0 时， 上 面 的 反常 积分 收 伍 ( 见 第 344 页 }. 如 果 我 们 根据 (65)， 
注意 到 当 % 一 oc 时 


. len 
ck = lim, log (2 ) ， 
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我 们 就 能 够 求 出 常数 cx 的 值 .于 是 我 们 从 第 564 页 的 斯 特 林 公式 
(14)( 或 如 在 第 314 页 那样 直接 从 关于 7 的 沃 利 斯 滋 积 推出 ) 推出 

ck 二 log V27. 如 果 我 们 仍 把 伯 努 利 数 bom 表示 成 (1)"- Bm/(2m)!( 见 
第 701 页 公式 (47)), 我 们 就 得 到 所 谓 斯 特 林 级 数 


log {~ = CD™ Bm rx(n) 
8 i 2m(am Ina kA 


这 个 公式 是 斯 特 林 公 式 的 一 种 精炼 化 ,对 任何 一 个 固定 的 正 整数 大 

和 大 的 mw 这 个 和 中 的 项 趋 于 0, 其 阶 分 别 为 1n, 1/na, 1Ar5 1/m2e 
因为 ponri(z) 是 一 个 有 界 阴 数 ， 所 以 余 项 rk(n) 像 1/n* 一 样 接 

近 于 零 ， 于 是 对 于 固定 的 六 和 很 大 的 n, 这 个 和 中 的 每 一 项 比 后 面 
项 大 得 多 ， 因 而 余 项 比 和 中 的 所 有 的 项 都 要 小 ， 因 此 ， 我 们 得 到 如 

下 形式 的 近似 公式 


nl! 
log ( Varnntl/2e—n ) 


2n a4mt en tt (66) 


一 于 
ll 
Bn 00m 110 
1 1 1 1 
-607 + Nm 
无 论 如 何在 同样 的 见解 下 ， 这 个 展开 式 绝 不 能 作为 收敛 的 无 
穷 级 数 来 看 待 ， 它 只 是 在 下 面 的 意义 上 浙 近 地 (asymptotically) 正 


确 ， 即 如 果 我 们 在 某 一 固定 的 项 数 之 后 ， 比 如 说 项 之 后 断 开 这 级 
数 ， 则 当 n 足够 大 时 ， 误 差 mi 同 所 有 剩 下 的 项 相 比 是 小 的 ， 对 固 
定 的 n, 我 们 决 不 能 够 通过 取 越 来 越 多 的 项 来 使 误差 任意 地 小 ， 实 
际 上 ， 无 穷 级 数 (66) 是 发 散 的 ， 这 是 我 们 从 第 702 页 对 伯 努 利 数 
的 估计 可 以 直接 看 出 来 的 ， 对 于 一 个 给 定 的 大 的 n, 这 级 数 有 一 个 
人 们 可 能 利用 的 最 优 的 项 数 ， 例 如 ， 对 于 适当 大 的 数 ”%, 就 有 近似 
式 


ml oo 2rn™tl/2entl/12n. 
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对 于 很 大 的 n, 公式 


ml As Wan+1/2en+1/12n 一 17360m” 
给 出 了 一 个 更 精确 的 近似 式 ， 等 等 . 
问 题 
8.1 节 ， 第 644 页 


1. 周期 药 数 了 的 基本 周期 了 定义 为 了 的 正 周 期 的 最 大 下 界 . 
证 明 ， 

(a) 如 果 工 去 0, 则 了 是 一 个 局 期 ; 

(b) 如 果 了 工夫 0, 则 每 一 个 别 的 周期 是 了 的 整数 倍 ; 

(c) 如 果 了 =0 并 且 了 在 每 一 点 都 是 连续 的 ， 则 f 是 一 常数 函 
数 . 

2. 证 明 ， 如 果 f 有 不 可 通 约 的 周期 TL 和 ZT2, 则 基本 周期 为 
零 ， 给 出 一 个 非常 数 函 数据 有 不 可 通 约 周期 的 例 ， 

3. 令 和 9g 分 别 有 基 本 周期 和 6b. 如 果 a 和 5b 是 可 通 约 的 ， 
也 就 是 说 a/5 = 4/p, 其 中 p 和 4 是 互 素 的 整数 ， 则 用 一 例 表 明 ， 
f+g 可 有 任何 信 m/m 作为 它 的 基本 周期 ， 其 中 和 = 上 三 始 并 且 
7 是 任何 自然 数 . 


8.5 节 第 674 页 


1 对 于 在 区 间 0 < = < 1 上 的 函数 f(z) = xz, 求 它 的 一 个 纯 
正 纺 级 数 和 一 个 纯 余 纺 级 数 的 傅 里 时 级 数 . 

2 说 明和 如何 把 一 个 定义 在 任意 有 界 区 间 上 的 函数 表示 为 傅 里 
叶 级 数 

3. 根据 关系 式 cos nz = 了 求 余弦 的 无 穷 乘积 

4. 利用 正 驴 和 余弦 的 无 穷 匀 积 ， 计 算 


(a) 于 7 ; 


sin 27% 
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5. 把 双 曲 余 切 表示 成 部 分 分 式 . 
6. 确定 f(z) = Fa 一 4) 的 偶 函 数 和 奇 函 数 的 傅 里 叶 展 开 式 的 
系数 的 特殊 性 质 . 


8.6 节 第 681 页 
1. 研究 函数 -log2 |sin 二 | 的 傅 里 叶 展 开 式 


CO5 2 CO5 32 
十 


2 3 


005 了 十 


的 收 剑 性 
8.7 节 第 686 页 

1. 对 可 有 若干 间断 点 的 分 段 光滑 函 教 f 证 明 帕 塞 丽 尔 等 式 
附录 IL.1 第 699 页 

1 证明 ， 

的 = 证 并 (人 ) Be 
2. 对 > 1 证 明 
bn 二 ("pal 一 如 


3. 利用 余 切 的 部 分 分 式 表 达 式 ， 把 rzcot rz 展 为 x 的 释 级 
数 ， 同 第 705 页 给 的 级 数 进行 比较 ， 证 明 


oo 1 加 【一切 m -1(22m __ 1)m2™ ” 。 
2, (2 一 Tim 2(2m)! Bam 


2 一 上 
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人 (—1)” (—1)™ (22m _ 2]r2m 


| y2m 一 2 . (2m)! Bym,. 
6. 利用 正弦 和 余弦 的 无 穷 乘 积 ， 证 明 

snz\ 1) 2 1B 
(a) log (3:) = -2 a 

2 (1Yvz 一 1o2r 一 L1o2z _ 

{b) logcosz = — > ee. 
7. 证 明 ) ， 
(a) 让 -; 

logz ， _ 人 rz 
(b) TH 


第 九 章 ”关于 振动 的 最 简单 类 型 的 微分 方程 


前 面 曾 有 儿 处 我 们 遇 到 过 微分 方程 (difterential equation), 也 
就 是 这 样 的 方程 ， 有 一 个 未 知 阔 数 将 由 之 确定 ， 并 且 这 个 方程 不 仅 
仅 包含 这 个 明 数 本 身 ， 而 且 也 包含 它 的 导数 . 

这 种 类 型 的 最 简单 问题 是 求 一 个 给 定 的 函数 f(z) 的 不 定 积 
分 : 求 满足 微分 方程 y' 一 f(z) = 0 的 函数 y = F(z)， 此 外 ， 在 
第 三 章 里 ， 第 251 页 ， 我 们 已 经 说 明 过 ， 形 如 yw = ag 的 方程 为 指 
数落 数 y = ce*” 所 满足 ， 我 们 还 用 微分 方程 (第 350 页 ) 刻画 了 三 
和 角 晴 数 ， 正 如 在 第 四 章 里 (例如 第 454 页 ) 所 看 到 的 那样 ， 微 分 方 
程 的 起 源 与 力学 问题 有 关 , 并 且 纯 数学 的 很 多 分 支 和 大 多数 的 应 用 
数学 都 的 确 依赖 于 微分 方程 . 在 这 章 里 ， 不 去 涉及 一 般 的 理论 ,我 
们 将 考虑 关于 振动 的 最 简单 类 型 的 微分 方程 . 这 些 不 仅仅 有 理论 价 
值 而 且 在 应 用 数学 中 也 是 非常 重要 的 , 

记 住 下 面 一 般 概 念 和 定义 将 是 方便 的 ， 微 分 方程 的 解 是 指 这 


样 一 个 函数 ， 当 我 们 把 它 代 入 微分 方程 后 ， 对 一 切 所 考虑 的 自 变量 
值 来 说 它 “ 同 样 ”满足 这 方程 . 经 常用 积分 这 人 术语 代 志 解 : 首 
先 ， 因 为 这 个 问题 或 多 或 少 是 一 般 的 积分 问题 的 推广 ; 其 次 ， 因 为 
常常 碰 到 的 是 解 ， 实 际 上 是 由 积分 求 得 的 . 


9.1 ”力学 和 物理 学 的 振动 问题 


a. 简单 的 机 械 振动 
机 械 振 动 的 最 简单 的 类 型 已 经 在 第 四 章 (第 453 页 ) 研究 过 . 
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在 都 里 我 们 研究 了 一 个 质量 为 m 的 质点 ， 它 在 z 轴 上 自由 运动 
并 且 被 一个 恢复 力 把 它 拉 回 到 它 的 初始 位 置 = = 0. 我 们 把 这 个 恢 
复 力 的 大 小 到 为 与 位 移 x 成 比例 ， 实 际 上 ， 它 等 于 -kz, 其 中 天 是 
-个 正 的 常数 ， 而 负 号 表示 这 个 力 总 是 指向 原点 . 我们 现在 假定 还 
有 摩擦 力 ， 这 个 摩擦 力 与 质点 的 速度 dz/dt = 成 比例 ， 但 与 之 反 
向 ， 于 是 这 个 力 由 形 如 -rz 的 表达 式 给 出 ， 式 中 带 有 一 个 正 的 麻 
擦 常数 r、 最后， 我们 将 假定 质点 受到 外 力 的 作用 ， 外 力 是 时 间 
的 函数 f(t). 于 是 根据 牛顿 基本 定律 ， 质 量 m 和 加 速度 8 的 乘积 
必定 等 于 总 力 ， 即 等 于 弹性 力 加 摩擦 力 再 加 外 力 ， 这 可 以 用 方程 

1F 世 十 了 全 十 = f(x) (1) 
表示 . 
这 个 方程 支配 着 质点 的 运动 . 如 果 我 们 回想 起 前 面 的 微分 方程 
的 例题 ， 例 如 之 = dz/dt = f(t) 的 积分 问题 用 > = / flt)dt+c 求 
解 ， 或 用 第 453 页 上 特殊 微分 方程 mi + kz = 0 的 解法 ， 我 们 注 
意 到 ,这 些 问 题 具有 无 穷 个 相 异 的 解 ， 这 里 我 们 也 将 发 现 有 无 穷 个 
解 ， 这 个 事实 是 用 下 面 的 方法 表示 出 来 的 . 寻求 这 个 微分 方程 的 一 
般 解 或 完全 积分 <() 是 可 能 的 ， 它 的 一 般 解 不 仅 依赖 于 自 变量 而 
且 也 依赖 于 两 个 任意 参数 cl 和 ca, cl 和 oo 称 为 积分 常数 . 把 这 些 
常数 指定 特殊 值 我 们 就 得 到 一 个 特 解 , 并 且 每 一 个 解 都 能 够 通过 
对 这 些 常数 指定 特殊 的 值 而 得 到 . 

这 个 事实 是 完全 可 以 理解 的 (也 参看 第 451 页 ). 我 们 不 能 期 望 
单独 由 微分 方程 就 能 完全 确定 这 个 运动 ， 然 而 ,我们 可 以 合理 地 设 
想 ， 在 一 个 给 定 豚 间 ， 警 如 说 在 时 刻 上 = 0, 我 们 应 该 能 够 任意 选择 
初始 位 移 =(0) = zo 和 初始 速度 3(0) = zo( 简 称 为 初 给 状态) 换 
言 之 ， 我 们 应 该 能 够 在 时 刻 上 = 0 给 质点 以 任何 初始 位 置 和 初始 速 
度 使 之 运动 这样 做 了 之 后 ,我 们 可 以 期 待 这 个 运动 的 其 余 一 切 都 
完全 被 确定 了 . 在 一 般 解 里 的 两 个 任意 常数 c, 和 cx 刚好 足够 使 我 
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们 能 够 选择 适合 这 些 初始 条 件 (initial condition) 的 特 解 , 在 下 节 中 
我 们 将 看 到 仅 能 以 一 种 方式 这 样 做 

如 果 没有 出 现 外 力 ， 即 如 果 f(t) = 0, 则 称 运动 为 自由 运动 ， 
这 个 微分 方程 就 说 是 齐 次 的 . 如 果 f(t) 不 是 对 一 切 + 值 来 说 都 等 
于 零 ,我 们 就 说 运动 是 强迫 的 , 并 且 称 微分 方程 是 非 齐 次 的 ,偶尔 
也 把 7 项 叫做 扰动 项 . 


b. 电 的 振荡 


上 面 所 描述 的 这 一 简单 的 机 械 系统 在 物理 上 只 能 近似 地 实现 , 
摆 就 是 一 个 例 ， 只 要 它 的 摆动 是 小 的 .一 个 磁 针 的 振动 ， 电 话 或 扩 
音 器 膜 片 中 心 的 振动 ,以 及 其 他 机 械 振动 都 是 在 一 定 精确 程度 内 能 
够 用 如 我 们 所 描述 的 那样 的 系统 来 表示 , 但 有 另外 一 类 现象 在 很 大 
的 精确 度 上 相当 于 我 们 的 微分 方程 (1). 这 就 是 振荡 电路 . 


月 


$9 
9.1 振 菇 电路 


我 们 来 考察 画 在 图 9.1 中 的 电路 简 图 ,在 这 个 电路 中 有 电感 岂 
电阻 p 和 电容 C = 1/«. 我 们 还 假定 有 一 个 外 电动 势 p(t) 作用 在 线 
路 上 ， 它 是 时 间 的 已 知 函 数 ， 例 如 由 发 电机 供给 的 电压 或 由 电波 
得 到 的 电压 ， 为 了 描述 在 线路 里 发 生 的 过 程 ， 我 们 用 忆 表示 电容 
器 的 电压 ， 用 Q 表示 电容 器 内 的 电荷 量 ， 于 是 这 些 量 可 以 用 等 式 
CE = BA = Q 联系 起 来 ,电流 了 与 电压 一样 是 时 间 的 函数 ， 

它 定义 为 每 单位 时 间 内 电荷 量 的 变化 率 ， 亦 即 ， 它 作为 电容 器 上 电 
量 减少 的 变化 率 ， 了 工 = 一 8 = -dQ/dt = -BAe 欧姆 定律 指出 电 
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流 和 电阻 的 乘积 等 于 电动 势 (电压 ), 亦 即 ， 它 等 于 电容 器 的 电压 EB 
减 去 由 于 自 感 产生 的 反 电动 势 ， 再 加 上 外 电动 势 p(t). 于 是 我 们 得 
到 方程 Jp = Epilt+$(t) 或 (p/n)E = E+ (p/n)E + 6(t), 亦 
即 ， 线 路 里 的 电 上 计 满 足 方 程 p 训 十 p 户 十 x= 一 kG(t). 因此 我 们 得 
到 了 恰好 是 类 型 (1) 的 微分 方程 ， 代 替 质 量 我 们 有 电感 ， 代 替 摩 控 
力 有 电阻 ， 并 且 代 和 替 弹 性 常数 的 有 电容 的 倒数 ， 而 外 电动 势 (不 计 
常数 因子 ) 相当 二 外力， 如果 电 动 势 为 零 ， 则 微分 方程 是 齐 次 的 

如 果 我 们 用 -1/x 乘 微 分 方程 的 两 边 并 且 对 于 时 间 进 行 微分 ， 
我 们 就 得 到 电流 了 所 满足 的 方程 


Li tpit nl = $(), 


它 与 电压 方程 比较 仅 右 边 不 同 ， 而 对 于 自由 振动 (4 = 0) 来 说 则 具 
有 完全 相同 的 形式 . 


9.2 “” 齐 次 方程 的 解法 .自由 振动 


a， 形 式 解 


我 们 能 够 容易 得 到 齐 次 方程 (1) mz + ri 十 kz = 0 的 一 个 
形式 为 指数 表达 式 的 解 ， 通 过 决定 常数 和 使 表达 式 eX = z 是 一 
个 解 。 如 果 我 们 在 微分 方程 里 代入 这 个 试验 性 质 的 解 和 它 的 导数 
一 Xe 全 一 ee" 并 消去 公 因子 eX 我们 就 得 到 关于 和 的 二 次 
方程 


m2? 十 9 十 大 一 0. (分 
这 个 方程 的 根 是 
人 1 -古寺 12 一 drnk, 
A2 -一 72 一 4mk 


两 个 式 子 + = e 和 x = et 中 的 每 一 个 ， 至 少 在 形式 上 是 微分 
方程 的 一 个 特殊 解 ， 这 只 要 我 们 反 回 去 算 一 算 就 会 明白 的 . 现在 可 
能 发 生 三 种 不 同情 况 
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1. 72 一 4mk > 0. 这 时 ， 两 根 AL 和 和 是 实 的 、 和 负 的 、 不 相等 
的 ， 从 而 我 们 得 到 微分 方程 的 两 个 解 ， 


全 1 二 et 和 Uz 一 eaAa2t 


借助 于 这 两 个 解 , 我 们 能 够 立即 构造 一 个 含有 两 个 任意 常数 的 解 , 
因为 经 过 微分 之 后 我 们 看 到 


T= CU 十 cus (3) 


也 是 微分 方程 的 一 个 解 在 9.3 节 里 我 们 将 证 明 这 个 式 子 事实 上 是 
方程 的 最 一 般 的 解 ， 亦 即 ， 只 要 把 ct 和 cx 代入 适当 数值 就 能 得 到 
方程 的 每 一 个 解 
2. 1? 一 4mk = 0, 这 时 二 次 方程 有 重 根 ， 于 是 ， 若 暂 旦 不 计 党 
数 因子 ， 我 们 在 开始 仅 得 到 一 个 解 2 = wi = e-"/sm, 但 是 在 这 种 
情形 下 ， 我 们 容易 验证 函数 
2 = ta = fe-"t/2m 


也 是 微分 方程 的 一 个 解 "， 因 为， 我 们 求 得 


T 入 rT 
宕 | 1 -一 一 ) rt/2m 2 — —rt/2m 
( 2m {je ， 4m2 t mj ’ 


直接 代入 就 看 到 它 满足 微分 方程 


网 2 
mz 二?rit+—r=mi+rei kr =0. 
dm 


于 是 式 子 


—rt/2m 


t= ce + cate™ t/am (4) 


重新 给 出 微分 方程 的 一 个 含有 两 个 任 大 积分 常数 cr 和 cz 的 解 . 

1) 我 们 通过 下 述 的 极限 过 程 自 然 地 导出 这 个 解 ， 若 和 1 天 入, 则 表达 式 (exat 一 
e*2t)/ (A1 一 Na) 也是 个 解 我 们 现在 令 Al 趋 于 Xs 并 用 六 代替 A1,X2, 这 个 式 子 
就 变 成 ee test 
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3. 72 一 4mk < 0. 我 们 设 一 4mk = 一 4m2w2, 就 得 到 微分 方 
程 的 两 个 复 形式 的 解 ， 由 表达 式 z+ = ul = e-"i/2mtivt 和 z= wz = 
e-"t/2m-ivt 给 由 ， 用 欧 拉 公 式 


etivt ~ oog vt + isin vt 


得 到 复 解 wi 的 实 部 和 虚 部 ， 一 方面 有 表达 式 


—rt/ Zr 一 rt/2rm 


491 一 cosvt, 2 一 已 sin vt; 


另 方面 又 有 表达 式 
U1 十 2 v2 = 2. 
从 这 第 二 种 表达 形式 我 们 看 到 wy 和 v2 都 是 微分 方程 的 ( 实 ) 解 . 
这 可 以 直接 通过 求 微分 和 代入 来 证 实 , 我 们 把 它 做 为 一 个 简单 习题 
留 给 读者 ， 

从 这 两 个 特 解 我 们 又 能 构成 一 个 一 般 解 


了 二 Cl1V1 十 cay = 【ci cos vt + co sin ptje 一 rt am， (5) 
其 中 含有 两 个 任意 常数 c1 和 ec. 也 可 以 把 它 写成 这 样 的 形式 
t= a "tm cos v(t — H), (8) 


在 这 里 ， 我 们 写成 了 cl = acosw#，ez = asinvéb, 而 a,6 是 两 个 新 
的 常数 

我 们 记 起 了 我 们 曾经 过 到 过 r+ = 0 时 的 这 个 特殊 情形 (5.4 节 ) 
的 解 . 


b. 解 的 诠释 


在 > > 2Vmk 和 7 = 2Vrmk 两 种 情形 下 ， 解 是 用 指数 曲线 或 用 
疯 数 te "%2 的 图 像 给 出 的 ， 或 者 是 用 这 些 曲 线 的 簿 加 给 出 的 ， 而 
函数 te "3" 对 于 大 的 t 值 来 说 与 指数 曲线 相 类 似 ， 在 这 些 情形 


. 721 . 


“ zaacosyft 一 盘 e 一 让 ! 
图 9.2 阻尼 简 洲 振动 


下 过 程 是 非 周期 的 ， 亦 即 ， 当 时 间 增 长 时 ，“ 距 离 ” z 逐渐 地 接近 
于 值 0, 在 4 = 0 附近 无 振动 . 因 北 运动 没有 振动 摩 氛 或 阻尼 的 
作用 是 如 此 之 大 以 至 它 阻 止 了 弹性 力 产生 振动 运动 - 

当 了 < VY2mEk 时 却 完全 不 同 ， 这 里 阻尼 很 小 以 至 产生 了 复 根 
和, 公式 zw = acosv(t 一 人 e-"rt/2m 给 出 受阻 尼 的 简 谐 振动 . 这 
些 是 服从 正弦 法 则 和 有 圆 频率 v = Am - "1/4rm2 的 振动 ， 但 是 
它 的 振幅 是 由 ae 一” 2m 给 出 的 ， 不 再 是 常数 了 . 这 就 是 说 ， 振 幅 按 
指数 减 小 ，r/2m 越 大 , 缩小 的 速率 越 快 , 在 物理 文献 中 , 常常 把 这 
个 阻尼 因子 称 为 这 个 阻尼 振动 的 衰减 常数 ， 这 个 术语 指出 了 振幅 
的 对 数 的 减 小 率 为 7/2m. 图 9.2 说 明了 这 种 类 型 的 阻尼 振动 .如 同 
前 面 一 样 ， 我 们 称 量 了 = 2r/z 是 振动 的 周期 而 量 v6 是 位 相 的 位 
移 ， 对 于 特殊 情形 > = 0, 我 们 再 一 次 得 到 具有 频率 为 m = Vk/m 
的 简 谐 振动 ， 这 个 频率 是 无 阻尼 振动 系统 的 自然 频率 . 


<- 满足 给 定 的 初始 条 件 ， 解 的 唯一 性 


我 们 还 需要 证 明 具 有 两 个 常数 c 和 ca 的 解 能 够 适合 于 任意 预 
先 指 定 的 初始 状态 ， 并 且 它 代 表 了 方程 的 所 有 可 能 的 解 . 假定 我 们 
要 寻找 一 个 解 ， 它 在 时 间 t= 0 满足 初始 条 件 2(0) = wo, (0) = sa， 
这 里 数 ze 和 jo 可 以 是 任意 值 . 则 在 9.2a 节 (第 720 页 ) 的 第 1 种 
情形 下 ， 我 们 需 令 


C1+ C2 = To0, 
Cl 人 了 十 CoA2 一 Zo. 
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这 样 ， 对 于 常数 cl 和 cz 相应 地 有 两 个 线 狂 方程 ， 并 且 它 们 有 唯一 
的 解 


_ Yo 一 Aa20 一 AT0 
TT 2 A2—Al 
在 第 2 种 情形 下 ， 用 同样 手续 得 到 两 个 线性 方程 


从 这 里 又 能 唯一 地 决定 ec: 和 c2. 最 后 ， 在 第 3 种 情形 下 ， 决 定 这 
些 常数 的 方程 所 取 的 形式 为 
Qc08 v6 = 2Z0) 


多 (vsinvs 一 了 coszgj = £0, 
具有 解 


#= Tarc Cos = = Bs 十 (zo 十 去 =) | 

这 样 一 来 ， 我 们 就 证 明了 一 般 解 能 够 使 它 适合 任何 的 初始 条 
件 . 我 们 还 需要 证 明 ， 再 也 没有 其 它 的 解 . 为 此 我 们 只 需要 证 明 ， 
对 于 一 个 给 定 的 初始 状态 ， 决 不 可 能 有 两 个 不 同 的 解 . 

如 果 存 在 两 个 这 样 的 解 u(t) 和 ?的 ,使 得 w(0) = xzo2(0) = 各 
并 且 vw(0) = wo,2(0) = 各 则 它们 的 差 w = ww 一 » 也 是 微分 方程 的 
一 个 解 ， 并 且 我 们 有 w(0) = 02(0) = 0. 这 个 解 是 对 应 于 静止 的 初 
始 状 态 ， 亦 即 对 应 的 状态 是 ， 当 对 间 t = 0 时 质点 在 静止 的 位 置 上 
并 且 有 零 速 度 ,我 们 必须 证 明 它 决 不 会 使 它 自己 运动 . 为 此 我 们 用 
2 乘 微分 方程 m 熙 十 r 岂 十 kw = 0 的 两 边 并 且 记 住 3825 一 (df/dtji? 
和 2ww = (d/dt)w?. 于 是 我 们 得 到 


(md?) + (hw?) + 2rw? =0. 
如 果 我 们 在 时 刻 t+ = 0 和 上 = 7 之 间 积 分 ， 并 且 使 用 初始 条 件 
w({0) =0, w(0), 我 们 就 有 


T 2 
m2(T) + ha? (7) 十 2 f (学 ) dt = 0. 
0 \t 
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然而 ， 假 若 在 任何 一 个 时 刻 + > 0 时 郊 数 ww 不 为 0, 则 这 个 方程 将 
会 导出 矛盾 因为 我 们 已 经 取 m,k 和 > 为 正 值 ， 所 以 方程 左边 为 
正 ， 然 而 右边 为 零 . 因此 w = 4 一 v 总 是 等 于 0, 这 就 证 明了 我 们 
的 解 是 唯一 的 . 


9.3 “” 非 齐 次 方程 .强迫 振动 


a, 一 般 说 明和 县 加 法 


在 求解 出 现 外力 f(t) 的 问题 之 前 ， 也 就 是 在 求解 非 齐 次 方程 
之 前 ， 我 们 作 如 下 的 说 明 . 

车 w 和 ww 是非 齐 次 方程 的 两 个 解 ， 则 差 u=w-v? 满足 齐 次 方 
程 ; 只 要 代入 即 可 看 出 .反之 ， 若 4 是 齐 次 方程 的 解 而 "是非 齐 
次 方程 的 解 ， 则 w=vw+y 也 是 非 齐 次 方程 的 解 ， 因 此 从 非 齐 次 方程 
的 一 个 解 ” 加 上 齐 次 方程 的 完全 积分 ,我 们 得 到 非 齐 次 方程 的 全 


部 解 .因此 我 们 只 需要 找到 非 齐 次 方程 的 一 个 解 就 可 以 了 ,这 在 


物理 上 意味 着 : 如 果 我 们 有 -- 个 由 于 外 力 引 起 的 强迫 振动 ,在 它 之 
上 和 登 加 一 个 用 齐 次 方程 的 一 个 解 所 表示 的 一 个 任意 的 自由 振动 ， 那 
么 我 们 就 得 到 一 个 现象 , 它 如 同 原来 的 强迫 振动 一 样 满 足 相同 的 非 
齐 次 方程 ， 若 出 现 摩擦 力 ， 则 在 振动 运动 情形 下 的 自由 振动 由 于 阻 
尼 因 子 e- 史 2m 的 缘故 ， 必 定 随 时 间 的 继续 而 衰减 因此 对 于 给 定 
的 带 有 摩擦 的 强 扎 振动 , 我 们 县 加 什么 样 的 自由 振动 都 是 无 关 紧要 
的 .当时 间 继 续 下 去 时 ， 运 动 总 是 趋向 于 相同 的 最 终 状 态 . 

其 次 ， 我 们 注意 到 ， 可 以 把 力 f(t) 进行 等 效 的 分 解 . 这 意思 就 
是 指 ， 车 疡 区 , 疡 区 和 7 区 是 满足 


f(D + folt) = f(t) 


的 三 个 函数 ， 并 且 若 zi = 31 的 是 微分 方程 mt 十 7 十 kz 二 及 人) 
的 解 ， 而 za = zs 人才 是 微分 方程 mf 十 ?2 十 kx = 二 (t) 的 解 ， 则 
1) 常 称 为 特殊 积分 或 特 解 . 
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Z(t) 二 z1(t) + zz2tt) 是 微分 方程 
mE 十 r 宇 十 kz 二 了 (t) (7) 


的 解 ， 当 f(t) 包括 任何 数目 的 项 时 ， 相 应 的 叙述 当然 保持 成 立 . 这 
个 简单 但 是 重要 的 事实 称 为 登 加 原理 ， 它 的 证 明 可 以 从 方程 一 限 
看 出 ， 把 函数 f(t} 分 成 两 项 或 更 多 的 项 ， 我 们 就 能 够 把 微分 方程 
分 解 成 几 个 方程 ， 它 们 在 有 些 情 况 下 可 以 比较 容易 处 理 . 

最 重要 的 是 具有 周期 外 力 f(t) 的 情况 . 这样 的 周期 外 力 可 以 
借助 傅 里 叶 级 数 展 式 分 解 成 纯 周 期 的 分 量 ， 因 此 ?9 能够 用 有 限 个 
纯 周 期 函数 的 和 去 逼近 它 ， 并 能 达到 我 们 所 希望 的 接近 程度 . 因此 
只 需要 求解 右边 具有 形状 为 


acoswt 或 bsinwt 


的 微分 方程 就 可 以 了 ， 这 里 ,8 和 ww 是 任意 常数 . 
若 使 用 复 的 符号 来 代替 这 些 三 角 函 数 ， 则 能 得 到 更 为 简洁 的 
解 ， 我 们 设 f(t) = ce 亚 加 原理 说 明 我 们 只 需 考虑 微分 方程 


mE + rt + kr = cetet， (8) 


其 中 是 任意 的 实 或 复 的 常数 . 这 样 的 一 个 微分 方程 实际 上 代表 了 
两 个 实 的 微分 方程 我们 如 果 把 右边 分 裂 成 两 项 ， 例 如 取 c=1 并 
且 写 成 ewt = cos wt 十 isinwt, 则 由 两 个 实 微分 方程 mm 站 十 ?全 十 Nt = 
cos wt 和 mm 区 十 ? 宛 十 kr = sinwt 的 解 z1 ,zz 的 组 人 台 而 构成 了 这 个 复 
微分 方程 的 解 > = z1 十 iv2. 反之 ， 如 果 我 们 首先 求 出 复 形 式 的 微 
分 方程 的 解 ， 那 么 这 个 解 的 实 部 给 出 函数 x1, 虚 部 给 出 郴 数 zz， 


b. 非 齐 次 方程 的 解法 


我 们 用 直观 自然 地 局 发 的 一 种 方案 来 求解 微分 方程 (8). 设 < 
是 实 的 ， 并 且 (暂时 候 定 ) + 夫 0. 现在 我 们 想像 ， 存 在 一 个 运动 ， 它 
1) 只 要 它 是 连续 并 且 过 段 光滑 的 【第 681 页 ), 这 是 物理 中 最 重要 的 情形 . 
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与 周期 外 力 具 有 相同 的 节奏 . 从 而 我 们 试 着 去 求 这 微分 方程 的 一 个 
形 如 


T= ot (9) 


的 解 ， 这 里 我 们 仅 需 确定 与 时 间 无 关 的 因子 o. 如 果 我 们 把 这 个 式 
子 和 它 的 导数 = iwoe'wt, 攻 二 一 w2oeivt 代入 微分 方程 ， 并 且 消 去 
公 因 子 e*!', 就 得 到 方程 


—mw2o + irwo + ko = 6, 


或 


c 

二 
反 过 来 ， 我 们 看 到 ， 对 于 e 的 这 个 值 ， 表 达 式 ce'*! 确 是 微分 方程 
的 一 个 解 . 但 是 ， 为 了 清楚 地 说 明 这 个 结果 的 意义 ， 我 们 必须 进行 
一 些 变换 首先， 我们 把 复 因子 e 写成 形式 


2 


(10) 


加 k— mw ~ irw 

OR md) + ra 
其 中 正 “ 随 变 因 子 ”e 和 “位 相位 移 ” w6 是 依据 给 定 的 量 mr， 
由 方程 


o = cae eh, {11) 


2 1 
ko mw2)2 + raw2 


sinwé = rwa, coswé = (k— mw?)a 


oO 


来 表示 的 。 使 用 这 种 记号 我 们 的 解 取 形 式 


iw(t—$ 
z= coei( )， 


这 个 结果 的 意义 如 下 : 力 ccoswt 所 产生 的 相应 “效果 ”为 ca cos w(t 一 
六, 而 力 csinwt 所 产生 的 相应 效果 为 ca sin w(t 一 前 . 

因此 我 们 看 到 效果 与 力 是 属于 相同 类 型 的 函数 ， 亦 即 ， 是 一 个 
非 阻尼 的 振动 . 这 个 振动 不 同 于 代表 力 的 振动 之 处 在 于 ， 振 幅 按 比 
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例 a :1 增加， 而 位 相 改 变 了 w5. 当然 ， 不 用 复 教 符号 也 容易 得 到 
相同 的 结果 ， 但 是 要 做 一 些 较 长 的 计算 . 

根据 本 节 开 始 的 一 般 说 明 ， 依 据 找到 的 这 一 个 解 ， 我 们 就 全 部 
解决 了 问题 ， 因 为 合 加 上 任何 ~ 个 自由 振动 ， 我 们 就 能 够 得 到 最 普 
遍 的 强 连 振动 . 

把 这 些 结果 收集 起 来 ， 我 们 叙述 如 下 : 

微分 方 称 


名 名 易 昌 » 
m+?2 二 + ky = ce 


代 中 "天守 全 和 分 是 scae0- 9 + 其 中 相应 内 次 
方程 m 关 十 位 十 kz 一 0 的 完全 积分 , 而 量 a 和 5 是 用 方程 
2 1 


“一 (kB — m2)? + rw2 


sin wi = rwa, coswéd = (Kk — mw?)a (12} 


来 确定 的 . 

这 个 一 般 解 中 的 常数 留 给 我 们 一 种 把 解 作 得 适合 任何 一 个 初 
始 状 态 的 可 能 性 ， 也 就 是 ， 对 任意 指定 的 值 zo 和 zo 都 能 够 选取 这 
些 常数 使 得 z(0) = zo 和 (0) = zo. 


c。 共振 曲线 


为 了 获得 对 我 们 已 经 得 到 的 解 和 它 在 应 用 上 的 意义 的 理解, 我 
们 将 研究 作为 “激发 频率 ” w 的 函数 的 畸变 因子 a, 亦 即 ， 函 数 
1 

$0) = 
这 样 一 种 仔细 的 研究 是 由 于 下 述 事实 的 推动 ， 即 ， 对 于 给 定 的 常数 
和 mu m 或 如 我 们 所 说 的 对 于 一 个 给 定 的 “振动 系统 ”， 我 们 可 以 认 
为 这 个 系统 受到 贺 频 率 很 不 相同 的 周期 激发 力 的 作用 ,而 对 这 些 广 
泛 不 同 的 激发 力 来 考虑 微分 方程 的 解 是 重要 的 . 为 了 便于 描述 这 个 
函 孝 我们 引入 量 wo = VR7m. 这 个 数 wo 是 自由 振动 系统 当 摩擦 力 
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(13) 


为 零 时 所 应 具有 的 图 频率 ， 或 简短 地 说 ， 它 是 无 阻尼 系统 的 自然 


频率 (参看 第 723 页 )， 由 于 有 摩擦 力 7, 自由 系统 的 真实 频率 并 不 
等 于 Wos 而 是 


k r2 
"TVYm a 
这 里 我 们 假设 入 m 一 +? > 0. (着 不 基 这 种 情形 ， 则 自由 系统 没有 频 
率 ， 它 是 非 周 期 的 . ) 
当 激 发 频率 趋 于 无 穷 时 ， 函 数 Hw) 逐渐 趋 于 零 值 ， 而 且 事实 
上 它 以 阶 fw? 趋 于 零 ， 此 外 ， 4$(0) = 1/k. 换言之 ， 一 个 频率 为 
零 和 量 为 1 的 激发 力 ， 亦 即 ， 量 为 1 的 常 力 ， 使 振动 系统 发 生 的 位 
移 等 于 1/k. 在 w 的 正 值 区 域内 导数 #(w) 不 可 能 为 零 ， 除 非 表达 
式 (及 一 me 十 r2w? 的 导数 为 零 ， 也 就 是 ， 除 非 使 


—4mw(k — mw?) + 2riw=0 


成 立 的 值 w = wi > 0. 为 了 使 得 这 样 一 个 值 能 够 存在 ， 显 然 ， 我 们 
必须 有 2km 一 +2 > 0. 在 这 种 情况 下 


大 2 2 
sh fe A 
因为 函数 $(w) 处 处 为 正 ， 对 于 w 的 小 值 来 说 是 单调 增加 的 ， 并 旦 
在 无 穷 远 为 零 ， 所 以 这 个 值 wi 必定 给 出 一 个 最 大 值 . 我 们 称 这 个 
频率 wi 为 系统 的 “共振 频率 ”. 
把 wi 的 表达 式 代 入 ， 我 们 找到 最 大 值 是 
1 
p(w1) = TR my 
当 ? 一 0, 这 个 值 无 限 增 大 ， 对 于 r = 0 亦 即 ， 对 于 一 个 无 阻尼 振 
动 系 统 ， 苞 数 We) 在 值 w = wi 处 有 一 个 无 穷 的 间断 . 这 是 一 种 极 
限 情形 ， 我 们 在 后 面 将 给 以 特殊 的 考虑 . 
函数 $(w) 的 图 像 称 为 系统 的 共振 曲线 , 当 w = wi 时 (并 且 因 
此 对 于 自然 频率 的 邻 域内 小 的 值 ” 来 说 ) 振幅 a = 8(w) 的 畸变 特 
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别 大 ， 这 个 事实 是 “共振 现象 ”的 数学 表示 ， 对 于 固定 的 值 mw 和 
来 说 ， 当 > 变 得 越 来 越 小 时 它 变 得 越 来 越 明 显 . 


oa AN\ 让 


02 -| 
0 | 


在 图 9.3 中 ， 我 们 简略 地 画 出 了 一 族 共振 曲线 ， 都 对 应 于 值 
m 二 1 和 = 1 因而 对 应 于 wo = 1, 但 是 具有 不 同 的 值 D = 二 
我 们 看 到 ， 对 于 小 的 厂 值 在 邻近 w = 1 处 很 好 地 显示 了 共振 ， 在 
极限 情形 D = 0,9(w) 在 w = 1 处 没有 最 大 值 而 有 一 个 无 穷 的 间 
断 。 当 万 增加 时 最 大 什 向 左 移动 ， 并 且 当 值 D = -万 时 ， 我 们 有 
wi = 0. 在 最 后 这 种 情形 ， 具 有 水 平 切线 的 点 已 经 移动 到 原点 ， 并 
且 最 大 值 已 经 消失 . 如 果 DD > 1/V3, 则 VV(w) 不 为 零 ， 共 振 曲 线 不 
再 有 最 大 值 ， 并 且 不 再 发 生 共振 
一 般 来 说 ， 条 件 


2km—r2<0 
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一 旦 变 成 真实 的 时 候 共振 现象 就 停止 在 等 号 成 立 的 情形 ， 共 振 曲 
线 在 wa = 0 处 达到 最 大 高 度 (0) = 1/k. 在 这 里 它 的 切线 是 水 
平 的 ,并且 切 线 在 经 历 了 几乎 是 水 平 线 的 初始 过 程 之 后 它 就 向 零 倾 
斜 . 


d. 振动 的 进一步 讨论 


然而 ,我 们 不 能 满足 于 以 上 的 讨论 为 了 真正 理解 强迫 运动 的 
现象 ， 还 应 当 强 调 另外 一 点 .特殊 积分 caei 人 -分 应 看 做 是 完全 积 
分 

z(t} = coe (td) + eu 十 catz 
的 一 种 极限 状态 ， 这 就 是 随 着 时 间 的 前 进 完全 积分 越 来 越 晕 近 于 
特殊 积分 ， 因 为 全 加 在 特殊 积分 上 的 自由 振动 cuta + cau2 随 着 时 
间 的 流逝 而 消失 .如果 ” 小 ， 销 失 将 缓慢 地 发 生 ， 如 果 * 大 ， 消 失 
将 迅速 地 发 生 . 

例如 ， 我 们 假设 运动 开始 时 ( 亦 即 在 时 刻 t = 0 时 ) 这 个 系统 
是 静止 的 ， 从 而 zt0) = 0 和 3(0) = 0. 从 这 里 我 们 能 够 确定 常数 ca 
和 ca, 并 且 立 即 看 出 它们 两 者 不 都 为 零 .， 甚 至 当 激发 频率 近似 地 
或 精确 地 等 于 wi, 从 而 共振 发 生 时 ， 最 大 的 振幅 a = 4wi) 在 开始 
也 不 会 出 现 ， 相 反 地 ， 它 将 被 消 数 ciul + czuz 所 掩盖 ， 而 当 这 个 
函数 消失 时 ， 它 才 开 始 出 现 ， 并 且 7 增长 越 小 ， 它 出 现 得 越 慢 . 

对 于 无 阻尼 系统 ( 亦 即 对 于 ” = 0) 当 激 发 频率 等 于 自然 圆 频 
率 wo = VEJm 时 ， 我 们 的 解法 失效 ， 因 为 这 时 4(wo) 是 无 穷 。 因 
而 关于 方程 mz + kz = ewt 我 们 不 能 得 到 形式 为 es 的 解 . 然 
而 ， 我 们 能 立即 得 到 形式 为 = = ote”*! 的 一 个 特 解 . 如 果 我 们 把 这 
个 式 子 代 入 微分 方程 ， 并 记 


t= vet(l 十 2 前 ， 基 一 oe™t(2iw 一 tw?), 


我 们 就 有 


o(2irmw 一 mw2t + kt) = 1. 
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因而 ， 由 于 mw? =&, 我 们 得 到 
= zor 
站 当头 生 本 个 天 有 和 红叶 人 有 一 人 全 
t ws + 
80” VE 
使 用 实 的 记号 ， 当 f(#) = coswt 时 ， 我 们 有 
1 1 


“2 kim 
而 当 f(8) = sinwt 时 ， 我 们 有 


Tu 


sin wt; 


因此 我 们 看 到 ， 我 们 己 经 找到 一 个 函数 ， 它 可 以 看 作 是 一 个 振 
动 , 但 是 这 个 振动 的 振幅 随时 间 成 比例 地 增 大 .从 加 上 去 的 自由 振 
动因 为 是 无 阻尼 的 ， 所 以 不 会 消失 . 但 是 它 保留 它 原来 的 振幅 ， 并 
且 与 特殊 强迫 振动 的 不 断 增 大 的 振幅 相 比 较 变 得 不 重要 了 . 在 这 种 
情形 下 , 解 在 随时 间 的 继续 而 不 断 增 大 的 正 负 界限 之 间作 来 回 的 振 
动 , 这 个 事实 表现 了 一 个 无 阻尼 系统 共振 函数 的 无 穷 间断 点 的 实际 
意义 . 


e. 关于 记录 仪器 构造 的 说 明 


在 物理 和 工程 的 很 多 种 应 用 当中 , 上面 一 小 节 的 讨论 是 极为 重 
要 的 联系 很 多 仪器 ， 如 电流 计 ， 地 震 仪 ， 无 线 电 接 收 机 中 的 振荡 
电路 ， 以 及 传声器 的 膜 片 等 ， 问 题 都 是 要 记录 由 于 一 个 周期 外 力 的 
作用 而 产生 的 振动 位 移 x. 在 这 种 情形 下 ， 量 x 满足 我 们 的 微分 方 
程 ， 至 少 对 第 一 次 近似 是 如 此 . 

若 了 是 周期 外 力 的 振动 周期 ， 则 我 们 能 把 这 个 力 展 成 一 个 富 
氏 级 数 ， 具 有 如 下 的 形式 


/四 = 并 me /ny, 


2 一 一 co 
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或 者 说 得 更 清楚 些 ， 我 们 能 够 认为 在 充分 精确 的 程度 以 内 把 它 表示 
成 了 仅 由 有 限 项 组 成 的 三 角 和 这 Me™2"/T)t 根据 彼 加 原理 (第 


—N 
726 页 ), 微分 方程 的 解 z(), 暂且 不 论 基 加 的 自由 振动 可 以 表示 
成 一 个 无 穷 级 数 形 如 


z(t) = > riea(2m77)t， 


{=~o0 


或 近似 地 表示 成 一 个 有 限 形式 如 


z(t) = > gre (2r/T)E, 
{=—N 


根据 前 面 的 结果 


ar = Hoe /TY 


和 

2 1 
472 472 ” 
2 212_ 

人- mt 气 ) 十 了 


2mr 2xlr 
dn222 NN 
T (km Ta ) 

于 是 我 们 能 够 把 一 个 任意 周期 外 力 所 起 的 作用 用 下 面 的 方式 
加 以 描述 ， 如 果 我 们 把 激发 力 分 解 成 纯 周 期 的 分 量 ， 即 傅 里 时 组 数 
的 单项 ， 那 么 每 个 分 量 都 引起 它 自 己 的 振幅 的 畸变 和 位 相位 移 ， 然 
后 把 分 别 的 效果 释 加 起 来 就 是 总 效果 . 如果 我 们 仅 对 振幅 畸变 感 兴 
趣 (位 相位 移 在 应 用 中 的 重要 性 3 仅 是 第 二 位 的 ， 而 且 也 可 以 用 
振幅 畸变 同样 的 方法 进行 讨论 ), 共振 曲线 的 研究 给 了 我 们 关于 记 
录 仪 器 反映 激发 外 力 的 运动 状态 的 完全 信息 ， 对 于 很 大 的 值 i! 或 


1) 此 处 将 不 讨论 收敛 性 问题 - 
2) 例如 ， 因 为 它 对 于 人 类 的 听觉 是 不 可 觉察 的 , 
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w[= 27/T], 激发 频率 在 位 移 = 上 的 效果 将 是 几乎 不 能 觉察 的 ， 另 
一 方面 ， 在 wi 的 邻 域内 的 所 有 激发 频率 ， 即 { 贺 ) 共振 频率 ， 都 对 
于 量 = 有 显著 影响 

在 物理 测量 和 记录 仪器 的 构造 中 ， 常 数 mr 入 由 我 们 自由 
选择 ,至 少 在 一 个 很 大 的 范围 内 是 这 样 ， 这 些 常数 应 当选 择 得 使 共 
振 曲 线 的 形状 尽 可 能 适合 于 问题 中 的 测量 的 特殊 各 要 , 这 里 有 两 种 
考虑 起 着 支配 作用 .第 一 ， 我 们 希望 仪器 尽 可 能 地 灵敏 ， 即 对 于 问 
题 中 的 所 有 频率 w 来 说 a 的 值 应 尽 可 能 地 大 ， 对 于 w 的 小 值 来 
说 ， 如 我 们 已 经 看 到 的 ， a 是 近似 地 与 1/k 成 比例 ， 因 而 对 于 小 
的 激发 频率 来 说 1/k 是 仪器 灵敏 度 的 一 个 度量 . 因此 灵敏 度 能 够 通 
过 1/k 的 增 大 ， 亦 即 ， 通 过 恢复 力 的 变异 来 增 大 . 

另 一 个 要 点 是 需要 有 抗 畸变 的 相对 自由 度 ， 设 表达 式 f(t) 


N 
= 》，?metCr/7)t 足够 近似 于 激发 力 、 如 果 对 于 所 有 圆 频率 w < 


1 一 一 向 

N(27/T) 畸变 因子 都 近似 地 具有 相同 的 入， 那么 我 们 就 说 仪器 带 
有 抗 畸 变 的 相对 自由 度 而 记录 着 激发 力 f(t)， 这 个 条 件 是 必 不 可 
少 的 ,如 果 我 们 想 要 直接 从 仪器 的 性 能 来 推导 出 关于 激发 过 程 的 论 
断 ， 例 如 ， 要 使 一 个 记录 器 或 收音 机 要 再 产生 与 强度 近似 成 比例 的 
高 低 的 音乐 声调 ， 要 这 种 租 生 相对 地 “无 畸变 ”的 这 种 要 求 是 永远 
不 能 精确 地 满足 的 因为 共振 曲线 上 不 存在 严格 的 水 平 部 分 ， 然而 
我 们 能 够 试图 用 这 样 方式 来 选择 仪器 的 常数 mk,r, 使 得 没有 显著 
的 共振 发 生 , 并 且 也 用 这 样 方式 来 选择 使 曲线 在 开始 的 时 候 具有 一 
个 水 平 切线 ， 从 而 对 于 w 的 小 值 来 说 ， p(w) = a 保持 近似 于 党 
数 ， 如 同上 面 我 们 已 经 学 习 过 的 ， 我 们 能 够 做 到 这 点 ， 只 要 设 


2km—r?=0. 


给 定常 数 m 和 常数 上 后 , 我 们 适当 调整 摩擦 7 就 能 满足 这 个 要 求 ， 
例如 ， 在 电路 中 插 进 适当 选择 的 电阻 ， 于 是 共振 曲线 指 给 我 们 ， 从 
频率 0 到 接近 于 无 阻尼 系统 的 自然 圆 频率 wo 仪器 几 平 无 畸变 ， 而 
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在 这 个 频率 以 上 阻尼 是 相当 大 的 ， 因 此 ， 先 把 m 选 得 很 小 ， 再 把 
% 选 得 很 大 使 得 无 阻尼 系统 的 自然 加 频率 wo 大 于 任何 一 个 在 我 们 
所 考虑 之 下 的 激发 圆 频 率 ， 然 后 按照 方程 2km 一 r? = 0 选择 阻尼 
因子 ”, 这 样 我 们 在 一 个 给 定 的 频率 区 间 内 就 得 到 了 抗 畸 变 的 相对 
自由 度 . 
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抱 补 衬 间 这 
民生 特攻 全 月 是 
仇人 举 概 现 

常 闪 分 方 袜 
答 尝 与 策 想 
代数 几 人 各 
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靠 核 性 与 也 取 分 煌 
全 其 而 (第 二 盾 


